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Introduction
A cause de la turbulence atmosphe´rique, seules les me´thodes de l’interfe´rome´trie des ta-
velures et de l’interfe´rome´trie plan-pupille permettent d’atteindre la limite de re´solution
angulaire des grands te´lescopes terrestres aux longueurs d’onde du visible. Pour les plus
grands te´lescopes, la re´solution ainsi atteinte est de quelques centie`mes de seconde d’arc
contre seulement une seconde d’arc par les me´thodes d’imagerie classiques. Depuis les
travaux de Labeyrie (1970), l’interfe´rome´trie des tavelures a conside´rablement e´volue´ jus-
qu’a` permettre la restauration d’une vraie image a` la limite de diffraction instrumentale.
Cette re´solution met a` notre porte´e l’e´tude de la structure spatiale de nombreux objets
d’inte´reˆt astrophysique : environnement circumstellaire proche des e´toiles froides comme
les e´toiles jeunes pre´-se´quence principale de type T Tauri ou comme les e´toiles ge´antes
e´volue´es de type Mira, structure de l’ionisation des novae et des super-novae ou encore
noyaux galactiques.
Pourtant, on reproche souvent a` l’interfe´rome´trie des tavelures — mais aussi a` la haute
re´solution angulaire en ge´ne´ral — le peu de re´sultats publie´s a` ce jour et, ce qui est peut
eˆtre plus grave, le manque de fiabilite´ de ces re´sultats. A mon avis, ces deux de´fauts
sont lie´s et s’expliquent d’une part par la relative jeunesse de ces techniques qui sont
difficiles a` mettre en œuvre et qui ont ne´cessite´ des de´veloppements importants a` la fois
instrumentaux et the´oriques. D’autre part, par le fait que ces de´veloppements ont e´te´
souvent mene´s assez inde´pendamment de la re´alite´ des observations ce qui a conduit
a` ne´gliger les proble`mes lie´s au rapport signal a` bruit tre`s de´favorable des mesures de
l’interfe´rome´trie des tavelures dans le visible et a` sous-estimer l’influence des sources de
biais dans ces conditions.
C’est conscient que, pour faire de la bonne astrophysique, il faut des re´sultats fiables et
c’est confiant dans le potentiel astrophysique de l’interfe´rome´trie des tavelures que j’ai
oriente´ le travail de recherche que je pre´sente dans ce me´moire : des donne´es propres, des
algorithmes robustes qui ont ne´cessite´ une approche globale et, finalement, des re´sultats
astrophysiques !
Dans le chapitre 1, je pre´sente les diffe´rentes me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures
sur lesquelles je me suis penche´ : me´thodes de Labeyrie, de Knox et Thompson, du bis-
pectre et de l’holographie auto-re´fe´rence´e. Ces pre´liminaires me permettent de mettre en
e´vidence la rigueur ne´cessaire a` l’exploitation de ces me´thodes.
L’application en astronomie visible des me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures
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ne´cessite le plus souvent un de´tecteur a` comptage de photons. Dans le chapitre 2, je
de´cris brie`vement notre instrumentation : le tave´lographe a` quatre canaux et la came´ra
a` comptage de photons CP40. J’en profite pour dresser l’inventaire d’un certain nombre
de de´fauts qui affectent les donne´es brutes et pour de´crire comment je les corrige lors
du pre´traitement des donne´es : suppression des reflets parasites et des photons doubles,
correction de la distorsion en comptage de photons.
Au de´but du chapitre 3, je montre comment calculer des estimateurs sans biais duˆ au bruit
de photons pour les me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures. Je mode´lise ensuite le
de´faut dit du trou du comptage de photons et je de´montre qu’il est possible de le corriger
pour la mesure du spectre de puissance en utilisant des intercorre´lations plutoˆt que des
autocorre´lations. Je ge´ne´ralise cette approche pour les me´thodes de Knox-Thompson et
du bispectre et je montre qu’il est possible de mesurer sans biais le bispectre a` partir
seulement d’une se´rie de couples d’images courte pose simultane´es.
A cause du bruit et des lacunes des mesures, il n’est pas possible de reconstruire directe-
ment une image de l’objet observe´. C’est pourquoi je propose d’effectuer cette inversion
de fac¸on robuste en maximisant la vraisemblance du re´sultat e´tant donne´ les mesures et
compte tenu des connaissances a priori sur l’image a` reconstruire (positivite´, support).
Dans le chapitre 4, je montre comment cette approche peut eˆtre applique´e au cas de
la de´convolution, aux me´thodes holographiques de l’interfe´rome´trie des tavelures et a` la
re´solution du proble`me de la de´convolution lorsque la fonction de transfert est inconnue
(de´convolution en aveugle).
Dans le chapitre 5, j’explique comment j’exploite au mieux les mesures de l’interfe´rome´trie
des tavelures. Ainsi, j’applique les algorithmes de de´convolution du chapitre pre´ce´dent au
cas de l’interfe´rome´trie des tavelures classique pour obtenir le spectre de puissance de
l’objet observe´ et, en introduisant une contrainte d’autocorre´lation, je de´montre qu’il
est possible d’obtenir directement une image de l’objet a` partir des seules mesures de
spectre de puissance (avec une incertitude d’orientation). Je propose une me´thode a` la
fois re´cursive et ite´rative pour reconstruire de fac¸on robuste la phase du spectre de Fourier
a` partir des mesures fournies par la me´thode de Knox-Thompson ou par le bispectre.
J’argumente que la reconstruction d’image d’apre`s les seules mesures de phase propose´e
par Glindemann & Dainty (1993) ne saurait eˆtre satisfaisante en astrophysique et je
propose une approche plus globale qui tient compte des mesures de phase mais aussi des
mesures de module. Afin de tester mes algorithmes sur des donne´es re´elles, je montre les
images de Capella que j’ai reconstruites a` partir de donne´es analogiques et a` partir de
donne´es en comptage de photons.
Ces algorithmes me permettent d’obtenir des re´sultats fiables et d’inte´reˆt astrophysique
que j’ai re´unis dans le chapitre 6 . Ces observations concernent des e´toiles pre´-se´quence
principale avec la de´couverte en Hα de la base du jet e´manant de T Tau, avec la premie`re
mise en e´vidence du mouvement orbital d’une e´toile double pre´-se´quence principale pour
DF Tau et avec la de´tection dans le visible du compagnon dit infrarouge de Z CMa. Je
montre aussi une image d’une e´toile ge´ante e´volue´e de type Mira, χ Cygni, obtenue dans
une bande d’absorption du TiO.
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En conclusion, je fais le point sur les de´veloppements que j’envisage a` moyen terme.
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Chapitre 1
Interfe´rome´trie des tavelures en
astronomie
La re´solution des images longue pose obtenues au foyer d’un grand te´lescope au sol est
rarement meilleure qu’une seconde d’arc (1′′). Ceci est vrai quel que soit le diame`tre D du
te´lescope alors que la limite de re´solution angulaire impose´e par la diffraction est λ/D a` la
longueur d’onde λ. Cette de´gradation des images est due a` la turbulence atmosphe´rique
qui perturbe la phase des ondes e´lectromagne´tiques qui la traverse.
En 1970, Labeyrie (1970) a de´montre´ au moyen de l’interfe´rome´trie qu’il e´tait possible
d’obtenir des informations a` la limite de diffraction instrumentale sur la structure spatiale
de l’objet observe´. Depuis, de nombreuses techniques ont e´te´ e´labore´es pour permettre la
reconstruction d’images avec la re´solution ultime de l’instrument.
Dans ce chapitre, je rappelle quelques notions relatives aux proble`mes de l’imagerie a` haute
re´solution en astronomie. J’introduis les e´quations fondamentales de formation des images
et les de´finitions des quantite´s mesure´es pour les besoins de l’interfe´rome´trie des tavelures.
Mon but n’est pas de pre´senter une revue exhaustive des me´thodes de l’interfe´rome´trie
ou des proprie´te´s de la formation des images en pre´sence de turbulence (pour cela voir
Roddier, 1988a, 1981) mais plutoˆt de fournir les bases ne´cessaires et suffisantes pour
comprendre les chapitres suivants. Aussi, je me limiterai volontairement aux me´thodes de
l’interfe´rome´trie des tavelures que j’ai effectivement pratique´es.
Je profiterai de cette pre´sentation pour relever quelques proble`mes intrinse`ques aux
me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures. En particulier la difficulte´ de la calibration
de la fonction de transfert.
1.1 Relation fondamentale de l’imagerie
En ge´ne´ral, les objets astrophysiques re´solus peuvent eˆtre conside´re´s comme des sources
e´tendues dont l’e´mission est spatialement incohe´rente. L’image d’une telle source est donc
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simplement e´gale a` la superposition des images de chacun de ses points :
i(x) =
∫
o(y) s(x|y) dy (1.1)
ou` o(y) est l’intensite´ rec¸ue de l’objet dans la direction y et s(x|y) est l’image d’un point,
d’intensite´ unitaire, occupant la position y sur le ciel. La fonction s(x|y) est la re´ponse
impulsionnelle de l’intrument dans la direction y.
Le domaine d’isoplane´tisme du syste`me d’imagerie est le champ angulaire limite´ pour
lequel la forme de la re´ponse impulsionnelle est la meˆme dans toutes les directions : s(x|y)
devient simplement s(x−y). Si l’objet est contenu dans le domaine d’isoplane´tisme alors
la relation (1.1) devient :
i(x) =
∫
o(y)s(x− y) dy = s(x) ∗ o(x), (1.2)
∗ de´signant l’ope´rateur produit de convolution. Cette relation fondamentale de l’imagerie
s’exprime par un simple produit pour les transforme´es de Fourier :
I(u) = S(u)O(u) (1.3)
ou` u est la fre´quence spatiale et I(u), S(u) et O(u) sont respectivement les transforme´es
de Fourier 1 de i(x), s(x) et o(x). S(u) est la fonction de transfert du syste`me de formation
d’image.
Les e´quations exprimant la relation entre l’image observe´e et la distribution d’intensite´
de l’objet doivent eˆtre conside´re´es avec pre´caution :
 Tout d’abord, l’e´quation (1.2) de formation des images sugge`re qu’il suffit de mesurer
la fonction de transfert pour de´convoluer l’image — une simple division dans l’espace
des transforme´es de Fourier — et pouvoir restaurer l’objet. En fait, nous allons voir
que la fonction de transfert pre´sente de toute fac¸on une fre´quence de coupure
uc au-dela` de laquelle son module est nul. Il n’est donc pas possible de restaurer
l’image de l’objet pour des fre´quences spatiales supe´rieures a` uc.
 Ensuite, a` cause de la turbulence atmosphe´rique, la fonction de transfert varie dans
le temps ; les e´quations (1.2) et (1.3) sont donc instantane´es. Nous verrons ce que
ces e´quations deviennent lorsque les images sont inte´gre´es sur des temps de pose
soit petits, soit grands, devant le temps caracte´ristique d’e´volution de la turbulence.
 Enfin, si les perturbations de chemin optique dues a` la turbulence sont pratique-
ment achromatiques (l’indice de re´fraction de´pendant peu de la longueur d’onde),
en revanche, les perturbations de phase de´pendent fortement de la longueur d’onde.
La fonction de transfert e´tant chromatique, les e´quations obtenues sont donc mo-
nochromatiques. En astronomie, cela est d’autant plus vrai que la distribution
d’intensite´ de l’objet observe´ peut conside´rablement varier avec la longueur d’onde.
Bien que seule la variable de position x soit explicitement exprime´e, il faut garder pre´sent
a` l’esprit que les grandeurs conside´re´es de´pendent aussi de la longueur d’onde λ et du
temps t.
1Dans ce me´moire, les transforme´es de Fourier sont note´es en lettres majuscules. Ainsi, par exemple,
F (u) est la transforme´e de Fourier de f(x).
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1.2 Fre´quence de coupure instrumentale
La fonction de transfert instrumentale est l’autocorre´lation normalise´e de la fonction pu-
pille P (u) de l’instrument (Mariotti, 1989) :
S(u) =
∫
P ∗(u′)P (u′ + u) du′∫ |P (u)|2 du , (1.4)
ou` u est la fre´quence spatiale sans dimension :
u = r/λ, (1.5)
r e´tant la position dans le plan pupille et λ la longueur d’onde.
Pour un syste`me optique parfait (i.e. sans aberration), la fonction pupille vaut 1 a`
l’inte´rieur de la pupille de l’instrument et est nulle ailleurs ; elle peut donc s’e´crire sim-
plement :
P (u) =
{
1 si r = λu ∈ pupille,
0 si r = λu 6∈ pupille. (1.6)
Pour un instrument qui pre´sente des de´fauts, P (u) est une fonction complexe dont le
module (infe´rieur ou e´gal a` 1) et la phase rendent compte de l’atte´nuation de l’onde
incidente et des aberrations.
Si D est la plus grande dimension du support de la pupille, alors, quelle que soit la forme
de la pupille, les proprie´te´s suivantes sont toujours ve´rifie´es :
 P ∗(u′)P (u′ + u) = 0 ∀u′ si ‖u‖ > D/λ ;
 ∃ (u,u′) tels que P ∗(u′)P (u′ + u) 6= 0 et ‖u‖ = D/λ.
Ce qui donne pour la fonction de transfert :
 S(u) = 0 si ‖u‖ > D/λ ;
 ∃ u tel que S(u) 6= 0 et ‖u‖ = D/λ.
La plus grande fre´quence spatiale accessible avec un tel instrument est donc 2 D/λ.
Pour un te´lescope de diame`tre D,
uc =
D
λ
(1.7)
est la fre´quence de coupure optique : toutes les fre´quences spatiales de module infe´rieur
ou e´gal a` uc sont transmises. Par contre, pour un interfe´rome`tre a` deux petits te´lescopes
(interfe´rome`tre de Michelson), se´pare´s d’une distance D (base de l’interfe´rome`tre), D/λ
est la seule fre´quence spatiale accessible si on ne´glige le diame`tre des te´lescopes.
2Pour les fre´quences spatiales u telles que ‖u‖ ≤ D/λ, le fait que la fonction de transfert S(u) soit
nulle ou non de´pend de la forme de pupille.
14 Chapitre 1. Interfe´rome´trie des tavelures en astronomie
1e-07
1e-06
1e-05
1e-04
1e-03
1e-02
1e-01
1e+00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T(u)
<S(u)>
Fig. 1.1 – Ftm longue pose (trait plein) compare´e a` la fonction de transfert d’un te´lescope
(trait pointille´) pour un rapport D/r0 de 30 (la fre´quence spatiale est en unite´ de la
fre´quence de coupure intrumentale).
En terme de re´solution :
αc =
λ
D
(1.8)
est la dimension angulaire du de´tail le plus fin que permet de re´soudre un te´lescope de
diame`treD a` la longueur d’onde λ. Nous retrouvons la` un re´sultat bien connu de l’influence
de la diffraction sur le pouvoir de re´solution des instruments d’optique. Au mieux, et
quelles que soient les conditions atmosphe´riques et les me´thodes de restauration de l’image
employe´es, cet angle est la limite supe´rieure absolue de re´solution de l’instrument.
1.3 Fonction de transfert longue pose en pre´sence de
turbulence
Au sein de l’atmosphe`re terrestre, la turbulence engendre des inhomoge´ne´ite´s de l’indice
de re´fraction qui perturbent la phase des ondes e´lectromagne´tiques qui la traversent. Dans
l’approximation des petites perturbations, l’influence de la turbulence est e´quivalente a`
celle d’un e´cran de phase (Roddier, 1981). Ainsi la fonction pupille du syste`me atmosphe`re-
te´lescope devient :
P (u) eφ(u)
ou` P (u) est la fonction pupille du te´lescope et φ(u) la perturbation de phase turbulente. La
phase φ(u) est une variable ale´atoire de loi normale et re´sultant d’un processus ergodique
dont les proprie´te´s statistiques de´coulent de celles de la turbulence et sont connues (cf.
Roddier, 1981, et re´fe´rences cite´es).
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Si l’objet observe´ n’est pas rapidement variable, alors, lorsqu’on inte`gre l’image de cet ob-
jet pendant une dure´e grande devant le temps caracte´ristique d’e´volution de la turbulence,
l’e´quation (1.3) devient :
〈I(u)〉 = 〈S(u)〉O(u) (1.9)
ou` 〈 〉 repre´sente une moyenne temporelle ou la moyenne de plusieurs images en pose
courte. La fonction de transfert longue pose est :
〈S(u)〉 =
∫
P ∗(u′)P (u′ + u) 〈e[φ(u′+u)−φ(u′)]〉 du′∫ |P (u)|2 du . (1.10)
Comme φ(u) est une variable gaussienne φ(u′ + u)− φ(u′) l’est aussi et par suite :
〈e[φ(u′+u)−φ(u′)]〉 = e 12 〈[φ(u′+u)−φ(u′)]2〉 (1.11)
Etant donne´ l’ergodicite´ de φ, la moyenne temporelle 〈[φ(u′ + u)− φ(u′)]2〉 est e´gale a`
la moyenne spatiale (i.e. sur u′) et ne de´pend donc que de u. En notant la fonction de
cohe´rence spatiale de φ :
B(u) = e
1
2
〈[φ(u′+u)−φ(u′)]2〉 (1.12)
on obtient finalement la fonction de transfert longue pose :
〈S(u)〉 = B(u)T (u) (1.13)
ou` T (u) est la fonction de transfert de l’instrument seul. Pour les images longue pose,
l’influence de la turbulence peut eˆtre mode´lise´e par un filtrage line´aire ; nous verrons que
ce n’est plus le cas pour les fonctions de transfert de l’interfe´rome´trie des tavelures.
Pour une turbulence ve´rifiant la statistique de Kolmogorov (Fried, 1966) :
B(u) ≃ exp
[
−3.44
(
λ ‖u‖
r0
)5/3]
(1.14)
ou` r0 est le parame`tre de Fried qui caracte´rise la cohe´rence spatiale du front d’onde
φ. Lorsque l’image longue pose est la somme d’images instantane´es recentre´es sur leur
photocentre, l’expression de la fonction de cohe´rence spatiale devient :
B(u) ≃ exp
[
−3.44
(
λ ‖u‖
r0
)5/3(
1−
(
λ ‖u‖
D
)1/3)]
(1.15)
Si les effets de la turbulence sur la re´solution l’emportent (i.e. D ≫ r0), la fonction de
transfert des images longue pose est pratiquement e´gale a` la fonction de cohe´rence spatiale
du front d’onde. La fre´quence de coupure de ces images est e´gale a` la fre´quence de coupure
atmosphe´rique
u0 =
r0
λ
(1.16)
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Fig. 1.2 – Image tavele´e d’une source non re´solue. Simulation avec D/r0 ≃ 20.
Pour une turbulence normalement de´veloppe´e et dans le domaine visible, r0 est de l’ordre
d’une dizaine de centime`tres ce qui e´quivaut a` un angle de re´solution sur le ciel λ/r0 ≃
1′′ contre λ/D ≃ 0.′′025 pour un te´lescope de classe 4 me`tres dans le visible (bande
V). C’est la limite effective de re´solution en pose longue des instruments au sol quel
que soit leur diame`tre. C’est aussi cette limite que s’efforcent de de´passer les me´thodes
interfe´rome´triques d’imagerie a` haute re´solution.
1.4 Images courte pose
Avec un grand te´lescope et en pose suffisamment courte pour “geler” les effets de la
turbulence, les images d’une source ponctuelle a` l’infini pre´sentent une structure tavele´e
(i.e. granule´e, cf. figure 1.2). Chacune de ces tavelures a sensiblement la taille ∼ λ/D de
l’image que donnerait la pupille du te´lescope hors atmosphe`re. Tandis que l’ensemble des
tavelures est approximativement contenu dans la tache image de dimension ∼ λ/r0 que
produirait la diffraction par une pupille de diame`tre r0. Comme la figure des tavelures
varie rapidement, une longue pose brouille les de´tails fins que constituent les tavelures et
ne laisse plus apparaˆıtre qu’une image de la taille de l’enveloppe des tavelures. Les images
longue pose d’un objet re´solu subissent donc un e´talement qui limite leur finesse a` λ/r0
alors que la limite de diffraction instrumentale λ/D peut eˆtre beaucoup plus petite.
Une image courte pose est le re´sultat instantane´ des interfe´rences de l’onde incidente dif-
fracte´e par toute la pupille de l’instrument ; c’est pourquoi les images tavele´es doivent
contenir des informations spatiales a` la limite de diffraction du te´lescope. Cette informa-
tion a` la limite de diffraction peut eˆtre recouvre´e par l’e´tude des corre´lations dans l’image
courte pose.
Pour s’en convaincre il suffit de conside´rer la figure 1.3 qui montre l’image courte pose
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Fig. 1.3 – Simulation de l’image courte pose d’une e´toile double et son autocorre´lation.
Pour comparaison, la fonction d’e´talement de point est la meˆme que celle de la figure 1.2.
simule´e d’une e´toile double et son autocorre´lation. La figure des tavelures ne permet pas
de de´terminer la nature de l’objet observe´ alors que les trois pics dans l’autocorre´lation
montrent clairement que c’est une binaire (la figure 1.4 montre une vue en perspective
de cette autocorre´lation). Pour ce type d’objet, le pic central re´sulte de l’autocorre´lation
de chaque composante avec elle-meˆme pour chaque tavelure tandis que les deux pics se-
condaires sont dus aux intercorre´lations entre les deux composantes toujours pour chaque
tavelure. Le doˆme re´sulte des intercorre´lations entre des tavelures diffe´rentes. Comme il
n’y a pas de relation de cohe´rence entre deux tavelures diffe´rentes, ce doˆme ne contient
pas d’information a` haute re´solution angulaire. On peut noter que la position et l’inten-
site´ des pics de corre´lation permet de de´duire la diffe´rence de magnitude, la se´paration et
l’orientation de cette e´toile double. Toutefois il subsiste une incertitude sur cette orien-
tation : elle est de´termine´e modulo un angle de 180◦ a` partir de l’autocorre´lation. Il faut
utiliser d’autres estimateurs que l’autocorre´lation pour lever cette ambigu¨ıte´.
L’interfe´rome´trie des tavelures exploite cette proprie´te´ des images courte pose pour restau-
rer des informations jusqu’a` la fre´quence de coupure, uc = D/λ, de l’instrument. D’une
fac¸on ge´ne´rale, toutes les techniques de l’interfe´rome´trie des tavelures sont base´es sur
l’inte´gration d’estimateurs qui sont des fonctions de corre´lation moyennes (pas force´ment
de simples produits de corre´lation) des images instantane´es.
1.5 Interfe´rome´trie des tavelures classique
Le spectre de puissance 〈I (2)(u)〉 e´tant la transforme´e de Fourier de l’autocorre´lation
moyenne des images courte pose, il pre´serve de meˆme une partie de l’information a` haute
re´solution angulaire. Ainsi, Labeyrie (1970) a effectivement de´montre´ que les images ins-
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Fig. 1.4 – Autocorre´lation de l’image courte pose de la figure pre´ce´dente : les trois pics
de corre´lations caracte´ristiques de l’objet, ici une e´toile double, sont clairement visibles.
tantane´es contenaient de l’information a` la limite de diffraction instrumentale sur la struc-
ture spatiale de l’objet observe´ en inte´grant le spectre de puissance des images courte pose :
〈I (2)(u)〉 def= 〈|I(u)|2〉. (1.17)
Compte tenu de la fonction de transfert instantane´e S(u), et en supposant que la dis-
tribution d’intensite´ de l’objet observe´ ne change pas pendant les observations, 〈I (2)(u)〉
peut se mettre sous la forme :
〈I (2)(u)〉 = 〈|S(u)|2〉|O(u)|2, (1.18)
ou` l’on reconnaˆıt le spectre de puissance de l’objet
O(2)(u) = |O(u)|2 (1.19)
et le spectre de puissance moyen des fonctions d’e´talement de point instantane´es
〈S(2)(u)〉 = 〈|S(u)|2〉 (1.20)
qui peut eˆtre vu comme la fonction de transfert pour le spectre de puissance.
Alors que la fonction de transfert 〈S(u)〉 d’une image longue pose s’annule au dela` de la
fre´quence de coupure atmosphe´rique, 〈S(2)(u)〉 est non nulle jusqu’a` la fre´quence de cou-
pure instrumentale. Ainsi, il suffit de calibrer 〈S(2)(u)〉 en observant une source ponctuelle
non re´solue pour obtenir le module du spectre de Fourier de l’objet observe´ jusqu’a` la
limite de diffraction :
|O(u)| =
√
〈I(u)(2)〉
〈S(2)(u)〉 pour ‖u‖ ≤
D
λ
(1.21)
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Fig. 1.5 – Profils compare´s des fonctions de transfert pour les images longue pose et pour
le spectre de puissance moyen des images courte pose (D/r0 = 30, fre´quence spatiale en
unite´ de la fre´quence de coupure du te´lescope).
ou` 〈S(2)(u)〉 est le spectre de puissance moyen des images courte pose de l’e´toile de
re´fe´rence.
Pour un te´lescope de diame`tre D grand devant le parame`tre de Fried r0, Korff (1973) a
obtenu les expressions asymptotiques a` basse et a` haute fre´quence spatiale de la fonction
de transfert 〈S(2)(u)〉 :
〈S(2)(u)〉 =

|T (u)|2 exp
(
−6.88
(
λ‖u‖
r0
) 5
3
(
1−
(
λ‖u‖
D
) 1
3
))
pour ‖u‖ ≪ r0
λ
,
0.342
(
r0
D
)2
T0(u) pour ‖u‖ ≫ r0λ ,
(1.22)
ou` T (u) est la fonction de transfert du te´lescope re´el et T0(u) est la fonction de transfert
du te´lescope parfait (i.e. sans aberrations). La figure 1.5 compare les fonctions de transfert
〈S(u)〉 et 〈S(2)(u)〉 pour un rapport D/r0 de 30 ce qui correspond a` un seeing de 1′′ pour
un te´lescope de classe 4 me`tres dans le visible. On remarque que la fonction de transfert
en longue pose s’annulle a` partir de la fre´quence de coupure atmosphe´rique alors que si
la fonction de transfert en interfe´rome´trie des tavelures est se´rieusement atte´nue´e a` partir
de la fre´quence de coupure atmosphe´rique r0/λ, elle reste strictement supe´rieure a` ze´ro
jusqu’a` la fre´quence de coupure instrumentale D/λ.
20 Chapitre 1. Interfe´rome´trie des tavelures en astronomie
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
5%
10%
15%
Fig. 1.6 – Effet des fluctuations du seeing pour la calibration de la fonction de transfert
〈|S(u)|2〉. Les courbes repre´sentent le profil du spectre d’un objet non re´solu observe´
dans des conditions telles que D/r0 ≃ 30 et calibre´ par une re´fe´rence observe´e dans des
conditions de turbulence 5 %, 10 % et 15 % meilleures.
1.5.1 Calibration de la fonction de transfert
La mesure de la fonction de transfert pour le spectre de puissance moyen des images courte
pose peut se faire en observant une source non re´solue ailleurs sur le ciel et a` un autre
moment que l’objet. Cette mesure ne sera e´videmment valable que si les caracte´ristiques
de la turbulence — au sens des fluctuations de 〈S(2)(u)〉 — ne changent pas entre les
observations de l’objet et celles de sa re´fe´rence. En effet, d’apre`s l’e´quation (1.22), une
variation du parame`tre de Fried affecte la partie basse fre´quence de 〈S(2)(u)〉 d’une fac¸on
qui de´pend de la fre´quence spatiale. Par contre pour la partie haute fre´quence de 〈S(2)(u)〉,
les fluctuations de r0 re´sultent en une multiplication par un facteur constant. La figure 1.6
met en e´vidence l’effet non-line´aire de la mauvaise calibration de la fonction de transfert
sur les basses fre´quences spatiales du spectre de puissance.
En pratique, les fluctuations de seeing peuvent eˆtre importantes meˆme si les conditions
de turbulence sont excellentes. Ainsi, au CFH, nous avons observe´ des variations de r0 de
l’ordre de 10 % a` 25 % sur des dure´es d’observation d’une dizaine de minutes dans des
conditions de turbulence bonnes par ailleurs : r0 ≃ 20 cm. Par conse´quent, une calibration
correcte de la fonction de transfert 〈|S(u)|2〉 ne´cessite un minimum de pre´cautions.
Afin de limiter l’influence des variations des conditions de turbulence sur la calibra-
tion, il faut observer l’objet et sa re´fe´rence a` peu de temps d’intervalle (typiquement
quelques minutes dans le visible). De plus, comme r0 de´pend beaucoup de la position sur
le ciel (notamment de l’angle ze´nithal), il faut choisir une re´fe´rence qui soit angulaire-
ment proche de l’objet (typiquement a` moins d’un degre´). En re´alite´, meˆme en prenant
toutes ces pre´cautions, les basses fre´quences spatiales du spectre de puissance de la dis-
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tribution d’intensite´ de l’objet ainsi obtenu sont souvent conside´rablement affecte´es par
ce proble`me. C’est pourquoi, Christou et al. (1985) ont propose´ de regrouper pour le
traitement les observations de l’objet et de la re´fe´rence faites pour des valeurs de r0 com-
parables. Ces me´thodes de regroupement des donne´es peuvent eˆtre ame´liore´es en utilisant
des ponde´rations aproprie´es (e.g. von der Lu¨he, 1984).
Lorsque le volume de donne´es acquises est insuffisant, il n’est pas envisageable d’en traiter
des sous-ensembles se´pare´ment. De plus, on ne peut pas e´carter la possibilite´ que la
source de re´fe´rence choisie soit re´solue par le te´lescope. Ceci explique que pour re´soudre
le proble`me de la calibration, des approches qui ne ne´cessitent pas de source de re´fe´rence
ont e´te´ envisage´es (e.g. Welter & Worden, 1978; Bruck & Sodin, 1980).
D’une fac¸on ge´ne´rale en interfe´rome´trie des tavelures, les fluctuations de r0 rendent tre´s
de´licate la calibration des fonctions de transfert ; Perrier (1989) discute plus en de´tail des
diffe´rents proble`mes lie´s a` l’exploitation des mesures de l’interfe´rome´trie des tavelures.
Dans la partie de ce me´moire consacre´e a` l’exploitation des mesures, je montre comment
il est possible de s’affranchir de ce proble`me, soit en “interpolant” les valeurs du spectre
aux basses fre´quences spatiales, soit par une me´thode d’auto-calibration. Dans le dernier
cas, aucune mesure de la fonction de transfert n’est ne´cessaire.
1.5.2 Rapport signal a` bruit
Pour une forte turbulence (r0 ≪ D), Dainty & Greenaway (1979) ont de´rive´ la valeur du
rapport signal a` bruit a` haute fre´quence pour le spectre de puissance moyen des images
courte pose :
〈I (2)(u)〉
σ〈I(2)(u)〉
=
‖u‖≫r0/λ
N T (u) |O(u)|2√M
n+N T (u) |O(u)|2 (1.23)
ou` M est le nombre d’images, N est le nombre de photons par image et
n ≃ 2.30
(
D
r0
)2
(1.24)
est le nombre de tavelures. Lorsque N T (u) |O(u)|2 ≪ n alors le bruit de photons domine.
Dans le cas inverse, c’est le bruit de turbulence qui domine et le rapport signal a` bruit
sature a`
√
M .
1.6 Me´thode de Knox-Thompson et bispectre
Lorsque la seule information disponible est l’ensemble des images courte pose de l’ob-
jet, l’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle ne permet de mesurer que le module du
spectre de l’objet. Afin de reconstruire une image de l’objet, il est ne´cessaire d’estimer
aussi la phase de son spectre.
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Pour cela, diffe´rentes me´thodes ont e´te´ propose´es qui sont base´es sur l’inte´gration d’esti-
mateurs qui contrairement a` l’autocorre´lation (ou, de manie`re e´quivalente, au spectre de
puissance) pre´servent l’information de phase du spectre de l’objet. Parmi ces me´thodes, les
plus largement utilise´es sont celle de Knox-Thompson (Knox & Thompson, 1974; Knox,
1976) et celle du bispectre (Weigelt, 1977; Lohmann et al., 1983; Wirnitzer, 1985).
Bien qu’a` l’origine, ces deux techniques aient e´te´ nettement diffe´rencie´es, on s’accorde au-
jourd’hui a` les trouver comparables. Dans cette partie je pre´sente succintement la me´thode
de Knox-Thompson et celle du bispectre (appele´e speckle masking a` l’origine). Je de´cris
en annexe H les principales proprie´te´s des estimateurs lie´s a` ces me´thodes ainsi que les
choix que j’ai faits pour les mettre en œuvre.
1.6.1 De´finitions
Dans l’espace image, la transforme´e de Knox-Thompson d’une image i(x) peut eˆtre ob-
tenue en modifiant le produit de corre´lation :
i(KT)(x,v) =
∫
i∗(y)i(x+ y)e2πvy dy (1.25)
dont la transforme´e de Fourier en x est :
I (KT)(u,v) =
∫∫
i∗(y)i(x+ y)e2πvye−2πux dx dy
= I(u)
∫
i∗(y)e2π(u+v)y dy
= I(u)I∗(u+ v). (1.26)
De meˆme que le spectre de puissance est la transforme´e de Fourier de l’autocorre´lation
moyenne des images courte pose, le bispectre est la (double) transforme´e de Fourier de la
triple corre´lation moyenne des images courte pose :
〈i(3)(x,y)〉 = 〈
∫
i(z)i(x+ z)i(y + z) dz〉 (1.27)
TF−→ 〈I (3)(u,v)〉 = 〈I(u)I(v)I(−u− v)〉. (1.28)
Comme les images i(x) sont des fonctions re´elles, leurs transforme´es de Fourier sont
hermitiques (i.e. I(−u) = I∗(u)). Le bispectre des images peut donc se mettre sous
la forme :
〈I (3)(u,v)〉 = 〈I(u)I(v)I∗(u+ v)〉. (1.29)
En tenant compte des effets conjugue´s de la turbulence et du te´lescope, et si la distribution
d’intensite´ de l’objet reste identique pendant les observations, alors la transforme´e de
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Knox-Thompson des images observe´es devient :
〈I (KT)(u,v)〉 = 〈S(u)S∗(u+ v)〉O(u)O∗(u+ v)
= 〈S(KT)(u,v)〉O(KT)(u,v) (1.30)
ou` j’ai fait apparaˆıtre la fonction de transfert pour la transforme´e de Knox-Thompson
〈S(KT)(u,v)〉 def= 〈S(u)S∗(u+ v)〉
et la transforme´e de Knox-Thompson de l’objet
O(KT)(u,v)
def
= O(u)O∗(u+ v).
De meˆme, pour le bispectre des images observe´es, il vient :
〈I (3)(u,v)〉 = 〈S(u)S(v)S∗(u+ v)〉O(u)O(v)O∗(u+ v)
= 〈S(3)(u,v)〉O(3)(u,v) (1.31)
ou` apparaˆıt la fonction de transfert bispectrale
〈S(3)(u,v)〉 def= 〈S(u)S(v)S∗(u+ v)〉
et le bispectre de l’objet
O(3)(u,v)
def
= O(u)O(v)O∗(u+ v).
Les fonctions de transfert 〈S(KT)(u,v)〉 et 〈S(3)(u,v)〉 peuvent eˆtre estime´es a` partir des
observations d’une source de re´fe´rence non re´solue. De meˆme que pour l’interfe´rome´trie des
tavelures traditionnelle, cette source de re´fe´rence doit eˆtre proche de l’objet e´tudie´ (typi-
quement a` moins d’un degre´ de distance angulaire). La division de la transforme´e de Knox-
Thompson 〈I (KT)(u,v)〉 ou du bispectre 〈I (3)(u,v)〉 des images courte pose par la fonction
de transfert correspondante conduit a` la transforme´e de Knox-Thompson O(KT)(u,v) ou
au bispectre O(3)(u,v) de l’objet. La fre´quence de coupure de ces fonctions de trans-
fert e´tant celle du te´lescope (Lohmann et al., 1983; Roddier, 1986), la transforme´e de
Knox-Thompson ou le bispectre de l’objet peuvent ainsi eˆtre mesure´s jusqu’a` la limite de
diffraction instrumentale.
1.6.2 Inversion
Le bispectre et la transforme´e de Knox-Thompson se preˆtent bien a` une inversion de
proche en proche : une estimation de O(u+ v) peut eˆtre obtenue a` partir de O(KT)(u,v)
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et de O(u) ou a` partir de O(3)(u,v), de O(u) et de O(v) :
O(u+ v) =

O(KT)∗(u,v)
O∗(u)
(Knox-Thompson),
O(3)∗(u,v)
O∗(u)O∗(v)
(bispectre).
(1.32)
Par ite´rations successives, tout le spectre de l’objet peut ainsi eˆtre reconstruit a` partir
de sa transforme´e de Knox-Thompson O(KT)(u,v) ou de son bispectre O(3)(u,v) et de la
connaissance du spectre a` quelques fre´quences spatiales 3 — i.e. O(0, 0) pour la me´thode
de Knox-Thompson et O(0, 0) et O(0, 1) ou O(1, 0) pour le bispectre.
En the´orie, il est donc possible de restaurer l’image d’un objet a` la limite de diffraction
instrumentale a` partir de la transforme´e de Knox-Thompson ou du bispectre des images
courte pose de l’objet et d’une calibration de la fonction de transfert correspondante. Pour
cela, la me´thode de Knox-Thompson et le bispectre sont supe´rieurs a` l’interfe´rome´trie
classique qui ne fournit qu’une information partielle sur la structure spatiale de l’objet
observe´.
En pratique, l’inversion de proche en proche s’ave`re peu robuste vis-a`-vis du bruit de
mesure. De plus, cela ne´cessite la calibration de la fonction de transfert, 〈S(KT)(u,v)〉 ou
〈S(3)(u,v)〉, ce qui pre´sente le meˆme type de de´savantages que pour l’obtention du module
de Fourier de l’objet a` partir du spectre de puissance moyen des images courte pose.
1.6.3 Rapport signal a` bruit
La qualite´ des fonctions de transfert 〈S(KT)(u,v)〉 et 〈S(3)(u,v)〉 est loin d’eˆtre uniforme :
elle de´pend du parame`tre de Fried, r0, et des normes des fre´quences spatiales ‖u‖ et ‖v‖.
Lorsque ‖u‖ ≫ r0/λ et ‖v‖ → 0, la variance de la phase de 〈I (KT)(u,v)〉 a e´te´ de´termine´e
par Fontanella & Seve (1987).
Des expressions the´oriques des variances du module et de la phase du bispectre ont e´te´
calcule´es respectivement par Wirnitzer (1985) et par Roddier & Christou (1988) dans le
re´gime des hautes fre´quences, i.e. pour ‖u‖ ≫ r0/λ et ‖v‖ ≫ r0/λ. Malheureusement
comme l’ont remarque´ Ayers et al. (1988), ce re´gime fre´quentiel est celui pour lequel le
rapport signal a` bruit est le plus mauvais. En pratique et justement pour des raisons de
qualite´ de signal, le bispectre d’images bidimensionnelles est inte´gre´ pour ‖v‖ ≤ r0/λ.
Ayers et al. (1988) ont obtenu des expressions asymptotiques, i.e. pour des flux tre`s bas
ou tre`s e´leve´s, pour le rapport signal a` bruit.
On retiendra de toutes ces e´tudes que, pour les grands te´lescopes de diame`tre D≫r0, le
rapport signal a` bruit est d’autant meilleur que l’une, ou mieux les deux, des fre´quences
spatiales u ou v a un module petit devant la fre´quence de coupure atmosphe´rique r0/λ.
3Plus rigoureusement, Lohmann et al. (1983), dans le cas discret, puis Bartelt et al. (1984), dans le
cas continu, ont de´montre´ que le bispectre e´tait inversible a` une translation pre`s.
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1.6.4 Inte´gration des sous-plans
Il n’est pas ne´cessaire d’inte´grer 〈I (KT)(u,v)〉 et de 〈I (3)(u,v)〉 pour tous les couples de
fre´quences spatiales (u,v) pour pouvoir reconstruire le spectre de l’objet. Par exemple,
les deux sous-plans ge´ne´re´s par v1 = (1, 0) et v2 = (0, 1) suffisent a` reconstruire le
spectre complet de l’objet. On de´finit le sous-plan ge´ne´re´ par vk pour la me´thode de
Knox-Thompson et pour le bispectre les ensembles de fre´quences spatiales
P (KT)vk def= {u tel que (u,vk) ∈ S (KT)} (1.33)
P (3)vk def= {u tel que (u,vk) ∈ S (3)} (1.34)
ou` S (KT) et S (3) sont respectivement les supports de la me´thode de Knox-Thompson et du
bispectre.
A cause du volume important de 〈I (KT)(u,v)〉 et de 〈I (3)(u,v)〉 pour des images bidimen-
sionnelles, il est souvent impossible de stocker ces quantite´s dans leur totalite´. Par contre,
l’utilisation de mesures suple´mentaires permet une estimation plus fiable du spectre de
l’objet. Cela reste vrai meˆme si ces mesures ne sont pas comple`tement statistiquement
inde´pendantes. Il faut donc trouver un compromis entre la quantite´ de mesures effectue´es
et la qualite´ de la reconstruction obtenue. Afin de re´duire le volume de donne´es a` traiter,
plusieurs approches ont e´te´ propose´es pour se´lectionner un sous-ensemble de S (KT) et de
S (3) suffisant pour reconstruire tout le spectre de l’objet.
Pour le bispectre, Lohmann et al. (1983) et Northcott et al. (1988) ont propose´ de se rame-
ner a` l’inte´gration de bispectres de fonctions monodimensionnelles en projetant les images
courte pose sur un jeu de quelques directions. Ces projections dans le plan image sont
e´quivalentes a` extraire des coupes dans l’espace de Fourier suivant les meˆmes directions
et passant par l’origine. Cette technique s’apparente a` la tomographie puisque l’inversion
de ce jeu de bispectres revient a` reconstruire des coupes du spectre de l’image de l’objet.
Malheureusement, cette approche impose de multiples interpolations, pour effectuer les
projections, d’une part, et pour recombiner les coupes en un spectre de Fourier, d’autre
part. Ces interpolations rendent ce type d’approche relativement complique´ et de´licat si
on veut e´viter de ge´ne´rer un bruit de discre´tisation. De plus, une inversion globale du
jeu de bispectres qui conduit a` une estimation robuste du spectre de l’objet n’est pas
facilement envisageable.
La me´thode sans doute la plus simple a` mettre en oeuvre a e´te´ propose´e par Northcott et
al. (1988) et consiste a` inte´grer le bispectre 〈I (3)(u,v)〉 pour seulement quelques fre´quences
spatiales v particulie`res. Comme je l’ai de´fini plus haut, le sous-ensemble 〈I (3)(u,v)〉 a` v
fixe´ constitue le sous-plan du bispectre ge´ne´re´ par v. Cette technique me semble la plus
inte´ressante lorsque le bruit devient important — ce qui est toujours le cas lorsque l’on
cherche a` obtenir une image de l’objet a` partir du minimum d’images courte pose — car
elle permet tre`s simplement de se´lectionner les points du bispectre pour lesquel le rapport
signal a` bruit est le meilleur. A cette fin, il suffit d’inte´grer les sous-plans pour les valeurs
les plus faibles de ‖v‖.
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A l’origine, la me´thode de Knox-Thompson a e´te´ applique´e en inte´grant uniquement les
deux sous-plans ge´ne´re´s par v1 = (1, 0) et v2 = (0, 1). Par analogie avec le bispectre, il est
possible de mesurer 〈I (KT)(u,v)〉 pour davantage de sous-plans. Cela repre´sente un gain
en terme de qualite´ pour le spectre restaure´.
1.6.5 Influence des aberrations de phase
La me´thode de Knox-Thompson a d’abord e´te´ propose´e pour les tre`s petites normes de la
fre´quence spatiale v. Dans ce cas, la fonction de transfert 〈S(KT)(u,v)〉 est pratiquement
celle de l’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle :
〈S(KT)(u,v)〉 ≃
‖v‖≪r0/λ
〈S(2)(u)〉, (1.35)
et n’intervient donc pas dans le terme de phase de 〈I (KT)(u,v)〉. Plus ge´ne´ralement, Dainty
(1975) a de´montre´ que 〈S(KT)(u,v)〉 est une fonction re´elle tant que les aberrations de
phase fixes (e.g. celles de l’instrument) restent petites devant la distorsion de phase in-
troduite par l’atmosphe`re.
Lohmann et al. (1983) ont de´montre´ que l’espe´rance de la fonction de transfert bispectrale
est une fonction re´elle (de partie imaginaire nulle) meˆme lorsque le te´lescope pre´sente des
aberrations. Roddier (1986) justifie l’insensibilite´ de la phase du bispectre aux aberrations
du te´lescope par la pre´sence de termes de cloˆture de phase dans le bispectre. Ces termes
sont effectivement insensibles aux distorsions de phases dans le plan pupille qu’elles soient
dues au te´lescope ou a` la turbulence. Les autres termes ayant une phase domine´e par
les effets de la turbulence, leurs contributions s’annulent en moyenne. Ce raisonnement
n’est valable que pour des fre´quences spatiales grandes devant la fre´quence de coupure
atmosphe´rique r0/λ. Comme pour la me´thode de Knox-Thompson, cette proprie´te´ n’est
donc plus vraie si les aberrations de l’instrument sont importantes et se manifestent a` basse
fre´quence spatiale. En ge´ne´ral, les “bons” te´lescopes pre´sentent des aberrations optiques
infe´rieures au seeing ; ces aberrations se manifestent dans 〈S(KT)(u,v)〉 et 〈S(3)(u,v)〉 pour
des fre´quences spatiales infe´rieures a` r0/λ.
Le fait que les phases de 〈I (KT)(u,v)〉 et de 〈I (3)(u,v)〉 soient insensibles a` l’influence de la
turbulence et aux aberrations du te´lescope est une proprie´te´ particulie`rement inte´ressante
puisqu’elle permet d’obtenir la phase du spectre de l’objet a` partir de la me´thode de Knox-
Thompson ou du bispectre sans calibration de la fonction de transfert correspondante. En
pratique, on peut observer des e´carts sensibles a` cette proprie´te´ (Freeman et al., 1988). Par
conse´quent, lorsqu’on dispose d’observations d’une e´toile de re´fe´rence, il faut s’en servir
pour corriger la phase de 〈I (KT)(u,v)〉 ou de 〈I (3)(u,v)〉 des aberrations instrumentales
(Roddier, 1988a).
Par contre, il reste que l’influence de la turbulence se manifeste — a` la limite pour un
nombre infini d’images courte pose — uniquement dans le module de 〈S(KT)(u,v)〉 et de
〈S(3)(u,v)〉, la phase de ces fonctions de transfert e´tant lie´e aux aberrations de phase fixes.
Ainsi, l’utilisation d’une source de re´fe´rence non re´solue permet de calibrer valablement
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la phase de 〈S(KT)(u,v)〉 et de 〈S(3)(u,v)〉 et ce meˆme si les conditions de turbulence
e´voluent quelque peu entre l’observation de l’objet et de sa re´fe´rence. C’est pourquoi,
pour le traitement des donne´es, j’ai fait le choix de n’utiliser que les informations de
phase fournies par la me´thode de Knox-Thompson ou par le bispectre.
1.6.6 Invariance par translation
Il est facile de ve´rifier que le bispectre I (3)(u,v) est insensible a` une translation de l’image
i(x). Il s’en suit que le bispectre moyen est insensible aux translations des images courte
pose. Il n’en est pas de meˆme pour la me´thode de Knox-Thompson ; une pratique courante
pour ame´liorer la qualite´ de la mesure de I (KT)(u,v) consiste a` recentrer chaque image
courte pose sur son photo-centre.
1.7 Me´thodes holographiques
On parle d’interfe´rome´trie holographique des tavelures lorsqu’une mesure de la fonction
de transfert instantane´e est obtenue simultane´ment avec l’observation des images courte
pose.
C’est par exemple le cas, si l’objet observe´ est re´solu a` une longueur d’onde et ne l’est pas
a` une longueur d’onde proche situe´e dans le meˆme domaine de cohe´rence spectral de la
turbulence. Il suffit alors d’observer simultane´ment cet objet a` ces deux longueurs d’onde
pour avoir une mesure 4 S˜(u) de la fonction de transfert instantane´e. En astrophysique,
cela se produit notamment pour les e´toiles ayant une grande structure observable dans
une raie d’e´mission ou d’absorption mais pas dans le continuum proche ou` seule l’e´toile
centrale est visible. Les images observe´es dans le continuum fournissent alors une mesure
de la fonction d’e´talement de point instantane´e.
L’analyse de surface d’onde est un autre moyen de mesurer la fonction de transfert instan-
tane´e. Dans ce cas, un analyseur de surface d’onde mesure la perturbation de phase due
a` la turbulence. A partir de cette information, il est possible de reconstruire la fonction
d’e´talement de point correspondante.
Pour des objets faibles, il ne suffit pas de de´convoluer une image courte pose par la
fonction d’e´talement de point correspondante, il faut aussi inte´grer une certaine quantite´
d’information. De plus, meˆme pour un objet brillant, la fonction de transfert instantane´e
peut pre´senter des lacunes qu’il faut combler en regroupant les informations fournies
par plusieurs couples {I˜(u); S˜(u)}. Primot et al. (1988) et Roddier (1988b) ont obtenu un
moyen robuste pour calculer le spectre O(u) de l’objet a` partir des mesures en minimisant
4Dans ce me´moire, je note les quantite´s mesure´es avec un tilde ; par exemple, S˜(u) est la mesure de
S(u).
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la quantite´ :
ε =
∑
u
〈|O(u)S˜(u)− I˜(u)|2〉 (1.36)
Le spectre de l’objet qui minimise ε est
O(u) =
〈I˜(u)S˜∗(u)〉
〈|S˜(u)|2〉
. (1.37)
Dans la partie traitant de l’exploitation des mesures, je montre comment cette approche
peut eˆtre ame´liore´e en incorporant d’autres informations sur la distribution d’intensite´ de
l’objet et en tenant compte de la qualite´ des mesures.
1.8 Contraintes observationnelles
Nous avons vu que les e´quations qui gouvernent la formation des images de´pendent du
temps, de la longueur d’onde et de la position sur le ciel. Ces de´pendances imposent des
contraintes observationnelles pour l’interfe´rome´trie des tavelures.
1.8.1 De´pendances du parame`tre de Fried
Le parame`tre de Fried, r0, mesure la longueur de cohe´rence spatiale du front d’onde
incident perturbe´ par la turbulence atmosphe´rique ; c’est une grandeur importante pour
caracte´riser l’e´tat de cette turbulence. Pour des conditions de turbulence donne´es, r0 varie
avec la longueur d’onde λ et la distance ze´nithale ζ comme (Roddier, 1981) :
r0 ∝ λ 65 cos 35 ζ. (1.38)
1.8.2 Temps d’exposition
Si les couches d’atmosphe`re turbulente ont une certaine dispersion de vitesse ∆v, alors on
peut interpre´ter le temps caracte´ristique d’e´volution des effets de la turbulence τ0 comme
e´tant le temps que met le vent a` modifier la perturbation d’indice de re´fraction au niveau
de chaque sous-pupille de cohe´rence. D’ou` il vient :
τ0 ≃ r0
∆v
. (1.39)
Afin de geler les effets de la turbulence, il faut que le temps d’exposition des images soit
petit ou de l’ordre du temps de cohe´rence τ0. Du point de vue du rapport signal a` bruit
(Roddier, 1988a), le temps de pose optimum est :
τ ≃ 2τ0 (1.40)
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Fig. 1.7 – De´finition qualitative du domaine d’isoplane´tisme.
La dispersion des vitesses au sein des couches turbulentes est de l’ordre de quelques me`tres
par seconde (typiquement ∆v = 5 ms−1). Pour un parame`tre de Fried de 10 centime`tres
dans le visible, τ0 est donc de l’ordre de 20 ms. Les acquisitions en interfe´rome´trie des
tavelures visibles doivent donc se faire au moins a` la cadence de 50 images par seconde.
1.8.3 Domaine d’isoplane´tisme
L’approximation qui consiste a` conside´rer comme invariante par translation la re´ponse
du te´lescope et de l’atmosphe`re n’est justifie´e que pour un champ angulaire restreint :
le domaine d’isoplane´tisme. Aux longueurs d’onde du visible, c’est la turbulence qui li-
mite essentiellement la largeur du domaine d’isoplane´tisme. Tre`s simplement, on peut
conside´rer que deux rayons lumineux sont dans le meˆme domaine d’isoplane´tisme de la
turbulence s’ils traversent les meˆmes aires de cohe´rence (cf. figure 1.7). D’ou` il vient :
Ω0 =
r0 cos ζ
h
∝ λ 65 cos 85 ζ (1.41)
ou` h mesure une certaine hauteur moyenne des couches turbulentes.
La turbulence atmosphe´rique dont l’influence se fait sentir pour les observations depuis le
sol est, en gros, localise´e entre 4 et 10 kilome`tres d’altitude et dans une couche limite au
niveau du sol. Les bons sites astronomiques se situent au dessus d’une couche d’inversion a`
environ 2000 m. On peut retenir que h est de l’ordre de quelques kilome`tres (typiquement
h ≃ 5 km). Ce qui donne des champs d’isoplane´tisme de quelques secondes d’arc sur le
ciel (Ω0 ≃ 4′′ pour un seeing r0/λ d’une seconde).
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1.8.4 Bande passante
Les acquisitions de photons se font toujours sur une bande passante d’une certaine largeur
∆λ. Meˆme si l’objet est identique sur toute la feneˆtre spectrale, la fonction de transfert
de´pend de la longueur d’onde. Ceci entraˆıne un brouillage des fre´quences spatiales au dela`
d’une certaine fre´quence spatiale. Pour e´viter que ce brouillage ne de´truise les informations
a` haute re´solution angulaire, il faut que la bande passante soit petite devant la largeur de
cohe´rence spectrale, soit (Roddier, 1988a) :
∆λ
λ
≪
(r0
D
) 5
6
(1.42)
1.8.5 Conse´quences
Dans la bande photome´trique V (λ = 0.55µm) et pour un te´lescope de plusieurs me`tres
de diame`tre, les parame`tres observationnels en interfe´rome´trie des tavelures sont typique-
ment :
parame`tre de Fried : r0=10 cm ;
bande passante : ∆λ=10nm ;
temps de pose : ∆t=20ms.
Dans ces conditions, et sans tenir compte de la transmission de l’instrument ni du ren-
dement quantique du de´tecteur, le nombre de photons par image rec¸us d’un objet de
magnitude mV donne´e est :
mV nombre de photons
D = 4m D = 8m
8 6.9× 105 2.8× 106
10 1.1× 105 4.4× 105
12 1.7× 104 6.9× 104
14 2.7× 103 1.1× 104
16 4.3× 102 1.7× 103
18 6.9× 101 2.8× 102
Pour la plupart des objets d’inte´reˆt astrophysique, le flux collecte´ pour une image courte
pose est donc tre`s faible. En conse´quence, seul les de´tecteurs a` comptage de photons sont
approprie´s pour les observations en interfe´rome´trie des tavelures pour les objets moins
brillants que la magnitude mv ∼ 7− 10.
Chapitre 2
Instrumentation et pre´traitement des
donne´es
En pratique, pour l’observation d’objets d’inte´reˆt astrophysique, les contraintes de l’in-
terfe´rome´trie des tavelures imposent de travailler avec un de´tecteur a` comptage de pho-
tons. Les donne´es en comptage de photons dont je dispose, proviennent d’observations
faites avec un tave´lographe conc¸u par Bonneau, Blazit et Foy (Foy, 1988a). La partie op-
tique du tave´lographe a e´te´ re´alise´e par Bonneau sur un concept de Courte`s et Labeyrie,
elle permet d’imager le meˆme objet a` deux longueurs d’onde diffe´rentes sur les quatre
canaux du de´tecteur. Le de´tecteur est la came´ra CP40 re´alise´e et de´veloppe´e par Bla-
zit (1987) et Foy (1988a). Je de´cris d’abord sommairement les caracte´ristiques de notre
instrumentation.
Avant de pouvoir traiter les donne´es par les me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures
en comptage de photons, il e´tait absolument ne´cessaire de corriger les donne´es brutes de
tous les de´fauts dus a` la chaˆıne d’acquisition. Je passe rapidement en revue les de´fauts
qui ont e´te´ faciles a` corriger tels les “photons doubles” ou les re´flexions parasites ainsi
que les solutions que j’ai adopte´es pour les supprimer. Par contre, je de´cris plus en de´tail
les me´thodes que j’ai e´labore´es pour la correction de la distorsion d’image dans le cas du
comptage de photons. Cette correction, plus de´licate a` mettre en œuvre que les autres
pre´traitements, a fait, en autres choses, l’objet d’une publication (Thie´baut, 1994a, cf.
annexe A).
2.1 Tave´lographe a` quatre canaux
Le roˆle du tave´lographe est essentiellement de fournir le grandissement optique et de
permettre la se´lection de la bande passante spectrale. Dans notre tave´lographe, la se´lection
de longueur d’onde se fait graˆce a` un monochromateur de Courte`s : un re´seau concave
dans un plan image forme l’image disperse´e de la pupille sur un miroir concave qui forme
l’image du plan focal sur le de´tecteur. Ce montage particulier permet de se´lectionner
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Fig. 2.1 – Sche´ma optique du tave´lographe : (a) oculaire et lentille grossissante ; (b)
se´paratrice plan-pupille ; (c) re´seau orientable ; (d) miroir concave avec masques se´lecteurs
de longueur d’onde ; (e) lame prismatique ; (f) les quatre images re´sultantes.
plusieurs longueurs d’onde (deux pour notre instrument) simultane´ment par un syste`me
de masques place´s au niveau du miroir concave. La largeur de bande passante spectrale
peut eˆtre choisie diffe´rente pour les deux longueurs d’ondes et varie de 20 a` 2 nm. Dans le
montage actuel, les deux longueurs d’onde sont contigue¨s, mais il suffirait de modifier le
syste`me des masques pour changer cela. C’est pourquoi, en ge´ne´ral, nos observations sont
mene´es en choisissant une raie d’e´mission ou d’absorption, d’une part, et le continuum
proche, d’autre part.
Notre instrument pre´sente une spe´cificite´ suple´mentaire : les faisceaux obtenus pour les
deux longueurs d’onde sont se´pare´s de sorte que quatre images (deux a` chaque longueur
d’onde) sont finalement forme´es sur le de´tecteur. Pour les deux longueurs d’onde d’ob-
servation, nous enregistrons donc deux re´alisations inde´pendantes de meˆme distribution
d’intensite´. Je montrerai (cf. section 3.3) comment cette particularite´ permet de s’affran-
chir d’un important de´faut du de´tecteur.
2.2 La came´ra CP40
La came´ra CP40 (fig. 2.2) est un de´tecteur a` comptage de photons a` base de CCD inten-
sifie´s. Elle est constitue´e de quatre parties distinctes : les intensificateurs de lumie`re, la
partie de´tection, l’e´lectronique de localisation des photo-e´ve´nements et la partie acquisi-
tion.
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(a) (b) (c)
Fig. 2.2 – Sche´ma optronique de la came´ra CP40 : (a) intensificateur de premie`re
ge´ne´ration ; (b) intensificateur a` galette de micro-canaux ; (c) re´ducteur et e´clateur d’image
a` fibres et CCD.
2.2.1 Intensification
La came´ra travaillant en comptage, il faut absolument intensifier le signal d’entre´e (i.e.
multiplier les photons) afin qu’il domine les bruits du de´tecteur (bruit de lecture et courant
d’obscurite´) et de la transmission vide´o (parasites). Pour la CP40, le gain total doit eˆtre
de l’ordre de 106. Le rendement quantique de la partie intensification fixe donc celui de
la came´ra. De meˆme, ce sont la re´solution spatiale et le temps de re´cupe´ration des e´tages
d’intensification qui de´terminent les limites ultimes de la came´ra.
L’intensificateur est constitue´ de deux e´tages : un tube de premie`re ge´ne´ration suivi d’un
tube de seconde ge´ne´ration. Ce choix est justifie´ par le fait que les tubes de premie`re
ge´ne´ration ont un rendement quantique acceptable (environ 10%) mais un faible gain (de
l’ordre de 102) alors que les tubes de deuxie`me ge´ne´ration ont un fort gain (de l’ordre de
103 a` 108) mais un mauvais rendement quantique (environ 3 ou 4%).
Les deux e´tages de l’intensificateur de la CP40 sont constitue´s d’une photocathode d’entre´e
(de type S-20), d’une partie amplification et d’un e´cran de sortie au phosphore (de type
P-20). Le couplage entre les deux e´tages est re´alise´ par des fibres optiques. L’arrive´e d’un
photon sur la photocathode d’entre´e arrache un e´lectron avec un rendement quantique
d’environ 10%. Dans le tube de premie`re ge´ne´ration, cet e´lectron est acce´le´re´ par un champ
e´lectrostatique avant de provoquer l’e´mission d’une gerbe de photons par le phosphore de
sortie. Dans le tube de deuxie`me ge´ne´ration, les e´lectrons sont multiplie´s par une galette
de micro-canaux. C’est le facteur d’obstruction des galettes de micro-canaux (30 a` 50%)
qui explique leur mauvais rendement quantique. Le rendement quantique global de la
CP40 est celui de la photocathode du premier e´tage soit, au mieux, 10%.
Il existe une faible re´manence, due aux phosphores de sortie, dont la dure´e est tre`s
infe´rieure a` la pe´riode d’acquisition (i.e. moins de 2 ms de re´manence contre 20 ms par
trame). Cette re´manence est pratiquement ne´gligeable dans les images sauf peut-eˆtre, dans
le cas de particules tre`s e´nerge´tiques comme les ions, qui excitent plus durablement les
phosphores. Un photon incident de´tecte´ par la photocathode du premier e´tage provoque,
en sortie de la partie intensification, l’e´mission d’une gerbe de photons e´tale´e.
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2.2.2 De´tection et localisation des photo-e´ve´nements
La de´tection des photons en sortie de l’intensificateur est assure´e par quatre CCD (Charge
Coupled Device). Ces CCD sont couple´s a` l’intensificateur par un re´ducteur et un e´clateur
d’image a` fibres optiques. Chaque CCD comporte 384 × 288 pixels. Cette configuration
permet de disposer soit d’un de´tecteur de 768 × 576 pixels, soit de quatre canaux sur
lesquels on peut imager le meˆme objet a` des longueurs d’onde diffe´rentes par exemple. Le
nombre effectif d’e´le´ments de re´solution peut eˆtre multiplie´ par 16 graˆce a` l’e´lectronique
du centreur de photons qui localise les photo-e´ve´nements.
Sur les CCD, chaque photo-e´ve´nement — i.e. chaque gerbe de photons engendre´e par la
de´tection d’un photon sur la photocathode du premier e´tage — est constitue´ d’environ
106 photons et s’e´tale sur plusieurs pixels (typiquement 3 × 3 pixels). Cela permet de
de´terminer le photo-centre de chaque photo-e´ve´nement avec une pre´cision meilleure que
le pixel afin de retrouver la re´solution du premier e´tage de l’intensificateur. Pour ce faire,
une e´lectronique cable´e conc¸ue par Blazit (1987) calcule le barycentre de chaque photo-
e´ve´nement dans une matrice 3 × 3 autour d’un maximum d’intensite´. Cette me´thode
permet de de´terminer la position des photo-e´ve´nements avec une pre´cision d’un quart de
pixel 1. Il y a 16 fois plus de pixels logiques que de pixels physiques . Pour le moment ce
gain en nombre d’e´le´ments de re´solution n’est exploite´ que pour les observations de SFM
(Spectrographe a` Fentes Multiples, Foy et al., 1994).
Les coordonne´es des photons recentre´s sont code´es en pixels logiques avec le nume´ro du
canal sur 4 octets comme suit :
W
31 30 29 28 27 26 25 24
Y
23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12
X
11 10 09 08 07 06 05 04 03 02 01 00
ou` :
 les bits de poids faibles 00 a` 11 constituent l’abscisse du photon en pixels logiques
(le bit 11 e´tant le nume´ro du canal en abscisse),
 de la meˆme manie`re, les bits 12 a` 23 constituent l’ordonne´e du photon (le bit 23
e´tant le nume´ro du canal en ordonne´e),
 les bits de poids forts 24 a` 31 constituent le poids du photon (dans les donne´es
brutes, le bit de poids fort 31 sert a` marquer le premier photon d’une trame, ou
le dernier suivant les versions du logiciel d’acquisition ; les 7 bits suivants pouvant
servir a` nume´roter les images modulo 128).
1L’unite´ de position d’un photo-e´ve´nement recentre´ est commune´ment appele´e pixel logique par op-
position au pixel ou pixel physique qui de´signe l’e´le´ment de re´solution d’un CCD.
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2.2.3 Acquisition des donne´es
L’acquisition des coordonne´es des photo-e´ve´nements est assure´e par un micro-ordinateur a`
base de 68020 et bus DMA (Direct Memory Access) sous syste`me OS-9. L’e´volution rapide
des moyens de stockage de masse a fait que le format des donne´es enregistre´es a souvent
change´. A l’origine, des se´quences d’observation d’un me´gaoctet (Mo) e´taient enregistre´es
sur des bandes magne´tiques de type streamer . Aujourd’hui, des se´quences de plusieurs
dizaines de me´gaoctets sont stocke´es sur un disque dur d’un gigaoctet pouvant contenir
les observations de toute une nuit. Apre`s les observations, ces donne´es sont transfe´re´es
sur DAT (Digital Audio Tape).
2.2.4 Obturateur
L’inconve´nient d’un de´tecteur lu se´quentiellement est que la dure´e minimale des poses est
celle d’une trame (soit 10 a` 20 ms) alors que la re´solution temporelle des came´ras de type
PAPA ou a` anode re´sistive est de l’ordre de la microseconde. Actuellement, les CCD de
CP40 sont lus a` la cadence vide´o (50 Hz). Cette re´solution temporelle est la plupart du
temps suffisante. Dans les cas ou` il faut re´duire le temps de pose, un obturateur a e´te´
ajoute´ a` l’entre´e de la came´ra CP40. Pendant la dure´e de l’obturation, les photons sont
perdus...
2.3 Pre´traitement des donne´es
2.3.1 L’effet “feneˆtre”
L’influence ne´faste de l’optique du tave´lographe se manifeste sous la forme de reflets para-
sites qu’il est relativement facile de supprimer par un “feneˆtrage” approprie´ des donne´es.
L’intensite´ des reflets est plus importante dans le bleu que dans le rouge. Ces reflets sont
bien plus ge´nants qu’on ne pourrait le croire. En effet, le feneˆtrage des donne´es augmente
la probabilite´ de tronquer les images courte pose. Cette troncature invalide en partie l’hy-
pothe`se d’isoplane´ticite´ (i.e. une image tronque´e ne peut plus exactement eˆtre mode´lise´e
par un produit de convolution). Pour limiter les effets de troncature, je se´lectionne les
trames dont le photo-centre n’est pas trop proche des bords du champ. Bien entendu
le meˆme effet “feneˆtre” serait syste´matiquement observe´ si le champ est trop petit par
rapport aux dimensions de la figure des tavelures ou par rapport aux dimensions de l’ob-
jet observe´. Ce dernier cas de figure se pose par exemple pour les observations a` haute
re´solution angulaire du soleil (Pehlemann & von der Lu¨he, 1989; von der Lu¨he, 1992).
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2.3.2 Les photons doubles
Jusqu’aux missions de 1990, le centreur avait le de´faut de de´doubler certains photons.
Une e´tude approfondie des autocorre´lations en pixels logiques par M. Tallon et Ch. Thom
a mis en e´vidence des photons de´double´s avec des se´parations variables et une certaine
pe´riodicite´ spatiale du phe´nome`ne.
Ce de´faut n’est malheureusement pas assez syste´matique pour pouvoir eˆtre corrige´ a
posteriori . Comme l’algorithme de centrage interdit les paires de photons plus proches
que deux pixels, il est possible de discriminer les paires de photons proches ainsi cre´e´es.
Les paires de photons de´double´s proches e´tant les plus nombreuses, il est acceptable de
se contenter de ne corriger que celles-ci.
J’ai commence´ par supprimer toute paire de photons litigieuse. Dans la mesure ou` pre`s de
25% des photons sont touche´s par ce de´faut, j’ai envisage´ une autre solution qui consiste
a` remplacer chaque paire de photons trop proches par un photon ayant la position de leur
barycentre. Mais le choix du barycentre, s’il n’est pas justifie´, introduit un bruit sur la
position re´elle du photo-e´ve´nement. En comparant, a` fort flux, les mesures obtenues par
ces deux approches, je n’ai pas note´ de diffe´rence appre´ciable autrement qu’en terme de
rapport signal a` bruit en faveur de la deuxie`me me´thode.
Depuis 1993, le proble`me a e´te´ corrige´ par A. Blazit en modifiant le programme du cen-
treur. Pour les donne´es plus anciennes, je remplace les paires de photons proches par leur
barycentre.
2.3.3 La non-uniformite´ de la re´ponse du de´tecteur
A cause surtout de la non-uniformite´ de la sensibilite´ de la photo-cathode, meˆme apre`s
correction de la distorsion, la re´ponse de la came´ra n’est pas identique sur tout le champ.
La fac¸on habituelle de proce´der pour corriger la non-uniformite´ du de´tecteur consiste a`
imager le champ le plus uniforme possible. Ceci permet de de´terminer le poids qu’il faut
donner a` chaque pixel du de´tecteur pour retrouver une re´ponse uniforme. Cette correction
peut se faire une fois pour toute sur les donne´es brutes en modifiant la valeur du poids
(bits 24 a` 31) de chaque photo-e´ve´nement.
Ne´anmoins, graˆce a` l’agitation des tavelures dans le plan image, on peut conside´rer qu’une
meˆme fre´quence spatiale n’est pas syste´matiquement affecte´e de la meˆme atte´nuation.
Dans un premier temps au moins, la correction de la non-uniformite´ de la re´ponse du
de´tecteur n’est donc pas absolument ne´cessaire. De plus, il a e´te´ remarque´ par certains
auteurs (e.g. Christou, 1991) que la re´alisation d’un champ uniforme est tre`s de´licate et
qu’un e´talonnage me´diocre de la non-uniformite´ conduit a` une correction qui de´grade la
qualite´ des mesures.
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2.3.4 Autres proble`mes
Vraisemblablement a` cause du bruit de la transmission vide´o, des photons sont cre´e´s
artificiellement. Cela est mis en e´vidence, dans les donne´es, par des photons dont les
positions sont en dehors des CCD. La nouvelle transmission par fibre optique a reme´die´
a` cela.
2.4 Correction de la distorsion
Pour les de´tecteurs a` comptage de photons a` base de CCD intensifie´s, l’optique
e´lectrostatique des intensificateurs de´forme l’image projete´e sur les CCD. Cette distorsion
ge´ome´trique e´tale les fre´quences spatiales de´tecte´es pour une meˆme fre´quence spatiale ob-
serve´e. Il s’en suit une de´gradation du rapport signal a` bruit et une plus grande incertitude
quant aux mesures de fre´quences spatiales. La fre´quence de coupure effective est rabaisse´e
par ce de´faut. Il est donc crucial de corriger ces effets de distorsion. A cet effet des in-
tensificateurs s’ajoute une distorsion et meˆme des micro-dislocations de l’image dues au
re´ducteur a` fibres.
2.4.1 Calibration de la distorsion
En l’absence de champ magne´tique exte´rieur et entre deux de´montages de la came´ra, la
distorsion ne devrait pas changer 2. En pratique j’ai effectivement observe´ que la distorsion
e´tait remarquablement stable. A condition de la calibrer correctement, il est donc possible
de corriger cette distorsion en temps diffe´re´.
Pour la CP40, les distorsions introduites par les e´tages de l’intensificateur et le re´ducteur
a` fibres sont calibre´es en projetant une grille re´gulie`re de ≃ 26× 24 points sur la photo-
cathode d’entre´e de la came´ra au cours de chaque mission. La figure 2.3 montre l’image
longue pose de la grille de calibration et met en e´vidence la distorsion en coussinet de
l’image. L’inte´reˆt de mesurer la distorsion en meˆme temps sur toute la photocathode est
de pouvoir en de´duire une correction globale qui permet de juxtaposer les quatre canaux
pour reformer une image corrige´ comple`te de la photocathode. Ceci est utilise´ pour le
traitement des donne´e de SFM (Spectrographe a` Fentes Multiples, Foy et al., 1994). En
interfe´rome´trie des tavelures, quatre images diffe´rentes sont forme´es sur les quatre voies
du de´tecteur ; dans ce cas, la calibration globale permet d’obtenir la meˆme orientation et
le meˆme grandissement pour tous les canaux apre`s correction de la distorsion.
La projection d’une grille sur la photocathode permet de calibrer correctement la dis-
torsion sous re´serve que la grille soit image´e sans aberration sur la photocathode, que
l’e´chantillonnage soit suffisant et que les de´formations de l’image soient continues. En effet,
comme les faisceaux de fibres optiques qui constituent le re´ducteur optique et l’e´clateur
2Au second ordre, les de´formations de l’image peuvent de´pendre des tensions applique´es a` l’intensifi-
cateur.
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Fig. 2.3 – Image longue pose de la grille de calibration de la distorsion avant la correction.
Fig. 2.4 – Image longue pose de la grille de calibration de la distorsion apre`s la correction.
d’image de la came´ra sont fabrique´s en juxtaposant des barreaux de fibres, il peut y
avoir des discontinuite´s entre les parties de la photocathode image´es par chaque barreau.
L’hypothe`se de continuite´ n’est donc valable que si ces de´fauts sont petits devant le pas
d’e´chantillonnage choisi pour les observations, soit au minimum la dimension du pixel
logique.
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2.4.2 Calcul de la correction
Pour chaque canal, la correction calcule´e est polynoˆmiale :
X = P (x, y) =
∑
i,j
i+j≤n
pi,jx
iyj (2.1)
Y = Q(x, y) =
∑
i,j
i+j≤n
qi,jx
iyj (2.2)
ou` X et Y sont les coordonne´es corrige´es et x et y les coordonne´es mesure´es, n est le
degre´ du polynoˆme de correction. Les coefficients pj,k et qj,k sont obtenus en minimisant
la somme des distances au carre´ entre les positions corrige´es et les positions ide´ales des
points de la grille.
L’image inte´gre´e, g(x, y), de la grille de calibration montre des taches sur un fond diffus,
ces taches sont les images des points de la grille. Il faut d’abord supprimer le fond diffus
et repe´rer le centre de chaque tache. Pour cela, je calcule le barycentre (xl, yl) de chaque
tache, l e´tant le nume´ro du point de la grille correspondant. Afin d’e´viter un biais dans le
calcul des barycentres, je supprime les taches qui sont tronque´es par les bords du champ.
Je de´termine alors la position correcte de chaque point, ce qui revient a` attribuer a` chaque
tache son nume´ro de ligne et de colonne, Xl et Yl, dans la grille de calibration. J’estime
ensuite, par la me´thode des moindres carre´s, les coefficients polynomiaux de la correction
pour chaque canal. En fait, a` ce stade, je ne dispose que d’une premie`re estimation de la
correction a` appliquer. En effet, la distorsion n’e´tant pas une transformation line´aire, le
calcul des barycentres des taches est biaise´ par la de´formation de l’image. Afin d’affiner
la correction de la distorsion, il faut donc tenir compte de son effet dans le calcul de la
position des taches. Pour cela, je recalcule le barycentre de chaque tache dans l’image
corrige´e, la position correspondante dans l’image distordue est obtenue en inversant les
relations (2.1) et (2.2) par une me´thode du tir a` deux parame`tres. A partir de cette
nouvelle estimation des positions des points de la grille de calibration, je calcule un nou-
veau jeu de coefficients de correction. Eventuellement, les dernie`res e´tapes peuvent eˆtre
re´pe´te´es jusqu’a` la convergence (i.e. jusqu’a` ce que l’estimation de la position des taches
dans l’image distordue ne varie plus de fac¸on significative). Cet algorithme de calcul des
coefficients de correction de la distorsion est sche´matise´ par la figure 2.5.
Comme la distorsion peut varier d’une mission a` l’autre, le calcul de correction de la
distorsion se devait d’eˆtre convivial et facile a` re´aliser. Dans ce but, j’ai mis au point
un programme qui, a` partir des images longue pose de la grille en comptage de photons,
calcule de fac¸on autonome les coefficients de correction en appliquant la de´marche de´crite
plus haut. Pour de´terminer le nume´ro de ligne et de colonne de chaque point de la grille
distordue automatiquement, le programme reconstruit la grille de proche en proche en
de´duisant la position la plus probable du prochain point de celle de ses voisins. La partie
“interpolation” du programme est e´crite de telle sorte que l’on peut choisir des polynoˆmes
de degre´ arbitraire.
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calcul d’une premie`re estimation de la position du bary-
centre de chacune des taches :
x0,l =
1
ml
∑
(x,y)∈Sl
g(x, y)x
y0,l =
1
ml
∑
(x,y)∈Sl
g(x, y)y
ou` g(x, y) est l’image distordue de la grille de calibration,
S l est le support de la tache nume´ro l et ml est son poids :
ml =
∑
(x,y)∈Sl
g(x, y)
❄
k = 0
calcul des coefficients pk,i,j, qk,i,j de correction de la distor-
sion en minimisant :
εk =
∑
l
{
[Pk(xk,l, yk,l)−Xl]2 + [Qk(xk,l, yk,l)− Yl]2
}
❄
calcul des barycentres dans l’image corrige´e de la distor-
sion :
Xk,l =
1
ml
∑
(x,y)∈Sl
g(x, y)Pk(x, y)
Yk,l =
1
ml
∑
(x,y)∈Sl
g(x, y)Qk(x, y)
❄
de´termination des coordonne´es (xk,l, yk,l) des barycentres
dans l’image distordue en inversant les relations :
Xk,l = Pk(xk,l, yk,l)
Yk,l = Qk(xk,l, yk,l)
❄
convergence ?
✛k = k + 1
non
❄oui
fin
Fig. 2.5 – Algorithme de calcul des coefficients de correction de la distorsion.
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Fig. 2.6 – Correction e´le´mentaire de la distorsion sur une image longue pose. Les effets
de rediscre´tisation sont clairement visibles.
Avec un polynoˆme de degre´ 3, la distorsion re´siduelle est de l’ordre de 5 µm en e´cart type
soit 0.25 pixel CCD. Cette erreur re´siduelle est infe´rieure aux discontinuite´s cause´es par
la dislocation des paquets de fibres optiques qui sont, au maximum, de 10 µm. Puisqu’une
correction polynoˆmiale ne permet de compenser que des de´formations continues de l’image,
une plus grande pre´cision est inutile.
La correction de la distorsion polynoˆmiale permet d’ajuster a` volonte´ la rotation et le
grandissement d’ensemble des images corrige´es. De cette fac¸on, il est possible d’aug-
menter le pas d’e´chantillonnage apre`s correction de la distorsion. Bien suˆr, la fre´quence
d’e´chantillonnage maximum reste fixe´e par le pas d’e´chantillonnage du de´tecteur. L’inte´reˆt
est de pouvoir adapter l’e´chantillonnage des donne´es corrige´es a` la fre´quence de coupure
optique qui varie en fonction de la longueur d’onde. Ainsi, non seulement le nombre de
pixels a` traiter est re´duit au minimum ce qui permet un gain de temps pour les traite-
ments, mais surtout cela e´vite la sur-re´solution au moment de la restauration d’image.
2.4.3 Application de la correction
L’application de la correction de la distorsion de´forme la matrice re´gulie`re des pixels
des CCD. Afin de faciliter le traitement des donne´es, il faut reprojeter les coordonne´es
corrige´es des photo-e´ve´nements sur une matrice re´gulie`re. Cette rediscre´tisation des co-
ordonne´es des photo-e´ve´nements est une source d’effets inde´sirables. Je me suis employe´
a` trouver des me´thodes d’application de la correction qui e´vitent ces effets.
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2.4.4 Correction e´le´mentaire
La fac¸on la plus simple d’appliquer la correction de la distorsion consiste a` remplacer la
position (kx, ky) de chaque pixel de l’image distordue par la position (Kx, Ky) du pixel
dans l’image corrige´e la plus proche de la position corrige´e (P (kx, ky), Q(kx, ky)). Comme
Kx et Ky sont des entiers, la position la plus proche est obtenue en arrondissant les
coordonne´es corrige´es :(
kx
ky
)
correction−−−−−→
(
Kx
Ky
)
=
(
rnd[P (kx, ky)]
rnd[Q(kx, ky)]
)
(2.3)
ou` rnd() est la fonction qui retourne son argument arrondi a` l’entier le plus proche :
rnd(x) = ent
(
x+
1
2
)
(2.4)
ou` ent() est la fonction partie entie`re.
L’inte´reˆt de cette me´thode est qu’elle permet de corriger la distorsion pour les donne´es
enregistre´es une fois pour toutes. Malheureusement, les images inte´gre´es ainsi corrige´es
de la distorsion sont comme marque´es d’empreintes digitales (cf. fig. 2.6). Cela est duˆ
a` la rediscre´tisation des coordonne´es. En effet, l’erreur de position pour les coordonne´es
corrige´es arrondies est infe´rieure a` un demi-pixel mais c’est un effet syste´matique. Ainsi,
les pixels de l’image corrige´es correspondent a` un nombre entier variable de pixels de
l’image distordue.
La quasi-pe´riodicite´ spatiale de ces “empreintes digitales” se manifeste aux moyennes
fre´quences dans le spectre de Fourier des images. Comme cet effet est anisoplane´tique, il
ne peut pas eˆtre calibre´ et corrige´ de fac¸on simple. Par conse´quent, il faut, si possible,
s’orienter vers d’autres me´thodes pour appliquer la correction de la distorsion.
2.4.5 Sous-pixel ale´atoire
En fait, la me´thode de correction pre´ce´dente ne fait que remplacer la position de chaque
photo-e´ve´nement de´tecte´ sur un pixel donne´ par la position corrige´e du centre du pixel.
Alors que, suivant la position du photo-e´ve´nement sur le pixel, sa position re´elle corrige´e
aurait pu ne plus eˆtre sur le meˆme pixel corrige´. Il n’y a donc pas correspondance univoque
entre les pixels de l’image distordue et les pixels de l’image corrige´e. De toute fac¸on, l’in-
formation de la position exacte d’un photo-e´ve´nement de´tecte´ a` l’inte´rieur d’un pixel n’est
plus accessible. En partant de ce constat, j’ai imagine´ une autre me´thode de correction
de la distorsion. Cette me´thode consiste a` attribuer une position ale´atoire, a` l’inte´rieur
du pixel ou` il a e´te´ de´tecte´, a` chaque photo-e´ve´nement ; cette position est corrige´e de la
distorsion et projete´e sur la matrice des pixels corrige´s pour donner la position corrige´e
du photo-e´ve´nement :(
kx
ky
)
correction−−−−−→
(
Kx
Ky
)
=
(
rnd[P (kx + sx, ky + sy)]
rnd[Q(kx + sx, ky + sy)]
)
(2.5)
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ou` (sx, sy) sont les coordonne´es ale´atoires du sous-pixel ge´ne´re´ : ce sont deux variables
ale´atoires de loi uniforme sur [−1
2
, 1
2
].
Statistiquement, cette approche est valable a` condition que la densite´ de probabilite´ de
la position d’un photo-e´ve´nement a` l’inte´rieur d’un pixel soit uniforme. Sinon, il faudrait
utiliser une loi diffe´rente pour sx et sy. Afin de ve´rifier la validite´ de cette approximation,
j’ai calcule´ la contribution de la distorsion a` la non-uniformite´ de la sensibilite´ de la
came´ra 3 a` l’e´chelle d’un pixel non corrige´.
A partir des formules de correction de la distorsion, il est possible de mesurer la contri-
bution de la distorsion a` la non-uniformite´ : il suffit de de´terminer le rapport de deux
e´le´ments de surface correspondants entre les CCD et la photocathode. Pour cela, je
conside`re un carre´ (A,B,C,D) de´limitant une surface e´le´mentaire dx × dy de l’image
distordue. Apre`s correction de la distorsion, ce carre´ devient approximativement un qua-
drilate`re (A′, B′, C ′, D′) :
A
(
x
y
)
B
(
x+dx
y
)
C
(
x
y+dy
)
D
(
x+dx
y+dy
)
correction−−−−−→
A′
(
P (x,y)
Q(x,y)
)
B′
(
P (x+dx,y)
Q(x+dx,y)
)
C ′
(
P (x,y+dy)
Q(x,y+dy)
) D′(P (x+dx,y+dy)Q(x+dx,y+dy))
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
La surface de (A′, B′, C ′, D′) est :
A(A′, B′, C ′, D′) = 1
2
||−−→A′B′ ∧ −−→A′C ′||+ 1
2
||−−→D′B′ ∧ −−→D′C ′||. (2.6)
Si dx×dy est suffisamment petit, alors la contribution de la distorsion a` la non-uniformite´
peut-eˆtre ne´glige´e sur (A,B,C,D) et (A′, B′, C ′, D′) est un paralle´logramme de surface :
A(A′, B′, C ′, D′) = ||−−→A′B′ ∧ −−→A′C ′||, (2.7)
soit approximativement :
A(A′, B′, C ′, D′) ≃
∣∣∣∣∂P (x, y)∂x ∂Q(x, y)∂y − ∂P (x, y)∂y ∂Q(x, y)∂x
∣∣∣∣ dxdy. (2.8)
3La non-uniformite´ spatiale de la sensibilite´ de la came´ra est essentiellement due a` la photocathode
d’entre´e de l’intensificateur et a` la distorsion ; dans une moindre mesure, les rendements quantiques
des pixels des CCD peuvent eˆtre diffe´rents. La contribution de la distorsion a` la non-uniformite´ de la
sensibilite´, s’explique par le fait qu’il n’y a pas de relation de proportionalite´ entre les aires d’un e´le´ment
de surface pris sur la photocatode et de l’e´le´ment de surface correspondant sur les CCD. Afin de corriger
la non uniformite´ de la sensibilite´ de la came´ra, il faut utiliser les images longues poses corrige´es de la
distorsion d’une plage de lumie`re uniforme. De cette manie`re, sont prises en compte les contributions
de la photocathode, des CCD et de la distorsion a` la non-uniformite´ de la sensibilite´ entre des pixels
diffe´rents.
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Le rapport des surfaces :
γ(x, y) =
A(A′, B′, C ′, D′)
A(A,B,C,D)
≃
∣∣∣∣∂P (x, y)∂x ∂Q(x, y)∂y − ∂P (x, y)∂y ∂Q(x, y)∂x
∣∣∣∣ (2.9)
donne le grandissement de surface entre la photocathode (i.e. l’image non distordue) et
les CCD (i.e. l’image distordue).
Si γ(x, y) varie de fac¸on ne´gligeable a` l’e´chelle d’un pixel CCD, alors il est le´gitime de
ne´gliger la contribution de la distorsion a` la non-uniformite´ sur un pixel. Pour caracte´riser
les variations de γ(x, y) a` l’e´chelle d’un pixel distordu, j’ai e´value´ l’e´cart relatif maximum
Γ de γ sur un pixel CCD. Je de´finis Γ comme :
Γ(x, y) =
max{γ(x± 1
2
, y ± 1
2
)} −min{γ(x± 1
2
, y ± 1
2
)}
γ(x, y)
(2.10)
ou` (x, y) et (x± 1
2
, y ± 1
2
) sont respectivement les coordonne´es du centre et des coins du
pixel. La figure 2.7 montre que Γ(x, y) est infe´rieur a` 1 % sur les 4 CCD de CP40. L’e´cart
a` l’uniformite´ duˆ a` la distorsion peut donc raisonnablement eˆtre ne´glige´ a` l’e´chelle d’un
pixel.
La correction de la distorsion par cette me´thode du sous-pixel ale´atoire permet d’e´viter
les effets de redicre´tisations. Mais on peut s’attendre a` ce qu’elle soit la source d’un bruit.
Afin de limiter ce bruit, on peut inte´grer les estimateurs de l’interfe´rome´trie des tavelures
mesure´s en appliquant plusieurs fois la correction de la distorsion aux meˆme donne´es.
Bien entendu, il faut alors changer la graine du ge´ne´rateur ale´atoire a` chaque fois.
2.4.6 Correction ponde´re´e
En appliquant la correction de la distorsion par la me´thode du sous-pixel ale´atoire, un
photo-e´ve´nement brut de´tecte´ en (x, y) a une certaine probabilite´ Pr(X, Y |x, y) d’avoir
une position corrige´e (X, Y ). Cela sugge`re une autre fac¸on d’appliquer la correction de
la distorsion qui e´vite le biais de rediscre´tisation et le bruit engendre´ par la me´thode du
sous-pixel ale´atoire. Cette me´thode consiste a` remplacer chaque pixel (x, y) distordu par
plusieurs pixels (X, Y ) de l’image corrige´e chacun affecte´ d’un poids e´gal a` Pr(X, Y |x, y).
Ainsi, si id(x, y) est l’image distordue, l’image corrige´e de la distorsion est :
ic(X, Y ) =
∑
x
∑
y
id(x, y) Pr(X, Y |x, y). (2.11)
En pratique, Pr(X, Y |x, y) est non nul sur au plus 3× 3 pixels corrige´s 4.
4davantage si la distorsion est tre`s importante ou si le grandissement que permet la correction de la
distorsion est choisi de telle sorte que l’e´chantillonnage dans l’image corrige´e soit beaucoup plus serre´ que
dans l’image distordue
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Fig. 2.7 – Iso-contours de la variation relative maximum du grandissement de surface
due a` la distorsion a` l’e´chelle d’un pixel CCD. Les contours sont line´airement re´partis, le
maximum vaut ≃ 0.8 % et le minimum vaut ≃ 0.01 %.
En comptage de photons, cette correction ponde´re´e de la distorsion revient a` remplacer un
photo-e´ve´nement brut par plusieurs (typiquement 9) photo-e´ve´nements corrige´s de poids
diffe´rents. Cela multiplie par environ 81 le nombre d’ope´rations ne´cessaires a` l’inte´gration
des corre´lations de photo-e´ve´nements.
Afin de calculer les poids Pr(X, Y |x, y), je subdivise re´gulie`rement chaque pixel brut en
N × N sous-pixels pour lesquels j’applique la corection de la distorsion. Les poids sont
obtenus en comptant combien de sous-pixels bruts “tombent” dans chaque pixel corrige´.
Une autre me´thode de calcul des ponde´rations a e´te´ utilise´ par Foy et al. (1994). Les poids
sont calcule´s en faisant l’approximation que le pixel brut a la forme d’un quadrilate`re une
fois corrige´ de la distorsion. Les surfaces relatives des intersections de ce quadrilate`re avec
la matrice des pixels de l’image corrige´e donnent directement la valeur de la ponde´ration.
Par rapport a` l’approximation d’uniformite´ de la distorsion a` l’e´chelle d’un pixel brut,
cette approximation est moins restrictive.
Quelle que soit la fac¸on de calculer les ponde´rations, la correction de la distorsion ponde´re´e
donne d’excellents re´sultats. Elle a de plus l’avantage de pouvoir eˆtre tabule´e et donc cal-
cule´e une fois pour toute contrairement a` la correction de la distorsion par la me´thode
du sous-pixel ale´atoire qui est calcule´e pour chaque photo-e´ve´nement. Ne´anmoins, les
ponde´rations e´tant calcule´es avec une pre´cision finie, on peut s’attendre a` voir ap-
paraˆıtre a` nouveau un biais de discre´tisation (biais et non bruit parce que c’est un ef-
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fet syste´matique). Actuellement, les poids sont calcule´s sur 256 niveaux ce qui s’ave`re
le´ge`rement insuffisant pour le traitement des donne´es SFM : on peut encore distinguer
des “dermatoglyphes” avec un contraste tre`s faible (de l’ordre de 0.5 %) dans les images
longue pose. Cet effet n’est pas geˆnant en interfe´rome´trie des tavelures compte tenu du
bruit de photons et des effets de la turbulence.
2.5 Conclusion
La de´marche de travail que j’ai adopte´e pour le traitement des donne´es a consiste´ a`
chercher a` comprendre et a` corriger les sources de biais suceptibles d’affecter les mesures
avant d’entreprendre leur interpre´tation. En plus des pre´traitements que je viens de de´crire
et qui visent a` mettre en forme les donne´es, j’ai aussi de´montre´ la possibilite´ de compenser
un grave de´faut des de´tecteurs a` comptage de photons : le trou du comptage de photons.
L’analyse de ce de´faut et les re´ponses concre`tes que j’y apporte font l’objet du chapitre
suivant.
Ce travail de mise au point des pre´traitements des donne´es a repre´sente´ un investissement
en temps non ne´gligeable. C’est, de plus, une tache qui peut paraˆıtre assez ingrate car
peu productive de re´sultats astrophysiques a` court terme. Pourtant, le gain de la qualite´
des mesures est largement appre´ciable puisqu’il m’a permis, par exemple, de passer d’une
fre´quence de coupure effective infe´rieure a` 40% de la limite de diffraction a` une fre´quence
de coupure uniquement limite´e par le rapport signal a` bruit et pouvant atteindre les limites
instrumentales. A long terme, cet investissement est rentabilise´ par ce gain de qualite´ et
de re´solution qui autorise une analyse de la structure spatiale des objets observe´ a` la fois
plus fiable et plus fine.
Dans le cas de la distorsion, les approches que j’ai propose´es permettent de corriger de
manie`re effective ce de´faut en comptage de photons. Ne´anmoins, ces solutions ne sont
pas spe´cifiques au comptage de photons : la correction ponde´re´e notamment peut eˆtre
utilise´e en imagerie pour corriger des effets anisoplane´tiques. Aujourd’hui, la correction
de la distorsion est applique´e de meˆme que les pre´traitements au moment de la lecture des
trames de photo-e´ve´nements de fac¸on transparente pour l’utilisateur. Le temps de calcul
ne´cessaire a` l’application de la correction est tout a` fait raisonnable, voire ne´gligeable,
devant les ope´rations de traitement des donne´es.
Chapitre 3
Correction des biais en comptage de
photons
Dans ce chapitre, j’introduis le mode`le de (Goodman, 1985) propre a` rendre compte de la
statistique particulie`re des images de´tecte´es en comptage de photons. Ce mode`le permet
de de´terminer les estimateurs qu’il faut inte´grer pour mesurer sans biais duˆ au bruit de
photons le spectre de puissance moyen, le bispectre moyen des images ou encore le produit
spectral de la me´thode de Knox-Thompson.
Ces re´sultats ont de´ja` e´te´ de´montre´s par d’autres auteurs (voir par exemple Dainty &
Greenaway, 1979; Nisenson & Papaliolios, 1983; Wirnitzer, 1985; Ayers et al., 1988),
mais je montre comment le mode`le des images de´tecte´es peut eˆtre modifie´ pour prendre
en compte un de´faut qui affecte la plupart des de´tecteurs a` comptage de photons : le
trou du comptage de photons. Cette mode´lisation me permet d’e´tablir la possibilite´ de
compenser ce de´faut important en utilisant des intercorre´lations plutoˆt que des autocor-
re´lations. Dans un article (Thie´baut, 1994a, inclus en annexe A), j’ai de´montre´ la validite´
de cette approche pour l’interfe´rome´trie des tavelures classique. Ici je montre qu’il est
effectivement possible d’e´tendre ce type de compensation au cas de la me´thode de Knox-
Thompson et du bispectre. Je discute de diffe´rents cas de figures faisant intervenir deux ou
trois re´alisations inde´pendantes de la meˆme distribution d’intensite´. Je discute aussi des
effets et de la prise en compte des de´calages d’origine entre les diffe´rentes voies d’imagerie.
La validite´ de ces approches est illustre´e par l’application a` des donne´es simule´es mais
aussi a` des donne´es re´elles.
3.1 Mode´lisation
A partir de la distribution d’intensite´, i(x), il existe plusieurs possibilite´s pour de´crire
correctement la statistique de l’image de´tecte´e, ı˜(x). En ge´ne´ral, le de´tecteur effectue
un e´chantillonnage spatial des images, on peut donc repre´senter l’image de´tecte´e par ces
e´chantillons. Chaque e´chantillon est alors une variable ale´atoire (inde´pendante des autres
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mesures) obe´issant a` une loi de Poisson dont le parame`tre est l’inte´grale de i(x) sur
l’e´le´ment du de´tecteur correspondant. Cette description est approprie´e pour prendre en
compte les effets de discre´tisation spatiale due a` un de´tecteur matriciel (de type CCD par
exemple) mais elle ne´cessite de reformuler la transformation de Fourier et les produits de
corre´lation et de convolution sous une forme “discre´tise´e”.
Une autre approche permet de s’affranchir des effets de discre´tisation dus au de´tecteur.
Pour cela, il suffit de repre´senter l’image detecte´e par N˜ photo-e´ve´nements dont les po-
sitions {x1, . . . ,x eN} sont des variables ale´atoires inde´pendantes de densite´ de probabilite´
(Goodman, 1985)
p(x) =
i(x)
N
; (3.1)
ou` N est l’espe´rance du nombre de photo-e´ve´nements :
E{N˜} = N =
∫
i(x) dx. (3.2)
Le nombre de photo-e´ve´nements de´tecte´s, N˜ , est aussi une variable ale´atoire et obe´it a`
une loi de Poisson de parame`tre N . L’image de´tecte´e est alors mode´lise´e par :
ı˜(x) =
eN∑
k=1
δ(x− xk) (3.3)
ou` δ() est la fonction de Dirac.
Quelle que soit la mode´lisation choisie, la distribution d’intensite´ conside´re´e doit eˆtre
exprime´e en nombre moyen de photons de´tecte´s par unite´ de surface du de´tecteur, c’est
une quantite´ inte´gre´e sur l’intervalle de temps de pose et sur la bande passante spectrale.
La transforme´e de Fourier de l’image de´tecte´e est :
I˜(u) =
eN∑
k=1
e−2πxku. (3.4)
Lorsque l’on veut de´terminer l’espe´rance de I˜(u), il ne faut pas perdre de vue que plusieurs
processus ale´atoires sont mis en œuvre : un processus Poissonien de parame`tre N et N˜
processus de “localisation” de densite´ de probabilite´ p(x). Comme les variables ale´atoires
N˜ , x1, x2, ... sont inde´pendantes, l’espe´rance de I˜(u) peut s’e´crire :
E
{
I˜(u)
}
= E{N˜}E{e−2πxku} . (3.5)
Nous savons de´ja` que E{N˜} = N , il reste a` de´terminer l’autre terme :
E
{
e−2πxku
}
=
∫
p(xk)e
−2πxkudxk.
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ou` l’on reconnaˆıt la transforme´e de Fourier P (u) de la densite´ de probabilite´ p(x). Comme
p(x) = i(x)/N alors P (u) = I(u)/N et il vient
E
{
e−2πxku
}
=
1
N
I(u). (3.6)
Finalement, en combinant (3.2), (3.5) et (3.6), on trouve que l’espe´rance de la transforme´e
de Fourier de l’image de´tecte´e n’est autre que la transforme´e de Fourier de la distribution
d’intensite´ i(x) :
E
{
I˜(u)
}
= I(u). (3.7)
Comme la transforme´e de Fourier est line´aire, cela implique que l’espe´rance de l’image
de´tecte´e est bien la distribution d’intensite´. Bien entendu, ce re´sultat aurait pu eˆtre
de´montre´ plus directement. Ne´anmoins, la de´marche qui a permis de l’obtenir est im-
portante : la meˆme approche va me permettre de de´terminer les espe´rances de quantite´s
plus complexes que I˜(u) ou ı˜(x).
Avant d’aborder la suite, il est utile d’e´tablir l’espe´rance des moments d’ordre k du nombre
de photons dans l’image que je de´finis comme :
E{N˜(N˜ − 1) . . . (N˜ − k + 1)} =
∑
n≥0
e−NNn
n!
n(n− 1) . . . (n− k + 1)
= Nke−N
∑
n≥k
Nn−k
(n− k)! ,
en remarquant que la somme est e´gale au de´veloppement en se´rie de eN , il vient
E{N˜(N˜ − 1) . . . (N˜ − k + 1)} = Nk. (3.8)
3.2 Biais duˆ au bruit de photons
Chaque image de´tecte´e ı˜(x) est la re´alisation d’un processus ale´atoire dont l’espe´rance
est la distribution d’intensite´ i(x) = s(x) ∗ o(x) et dont les fluctuations sont dues au
bruit de photon et au bruit de de´tecteur. De`s lors, tout estimateur faisant intervenir une
puissance (supe´rieure a` 1) de l’intensite´ de´tecte´e en un point donne´ voit son espe´rance
biaise´e. Par exemple, le biais d’un double produit est e´gal a` la variance des fluctuations.
Par conse´quent, meˆme si ces bruits sont de´corre´le´s d’un e´le´ment du de´tecteur a` un autre,
ils introduisent un biais dans les mesures des fonctions de corre´lation moyennes des images
de´tecte´es. Afin de tirer le meilleur parti des donne´es acquises, il est souhaitable de corriger
les quantite´s mesure´es de ces biais. Dans le cas contraire, cela revient au mieux a` limiter
le pouvoir de re´solution effectif du syste`me.
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3.2.1 Spectre de puissance
L’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle (Labeyrie, 1970) permet de de´terminer le
spectre de puissance de l’objet observe´. Cette me´thode ne´cessite d’estimer le spectre de
puissance moyen de la distribution d’intensite´ ou, de fac¸on e´quivalente, l’autocorre´lation
moyenne de la distribution d’intensite´ :
〈i(2)(x)〉 def=
∫
i(x′)i(x+ x′) dx′
TF−→ 〈I (2)(u)〉 def= 〈|I(u)|2〉,
qui sont obtenus en inte´grant l’autocorre´lation ou le spectre de puissance des images
de´tecte´es.
L’espe´rance du spectre de puissance moyen des images de´tecte´es est :
E
{
〈I˜ (2)(u)〉
}
= 〈E
{
I˜ (2)(u)
}
〉
=
〈
E

eN∑
k=1
eN∑
l=1
e−2π(xk−xl)u

〉
(3.9)
Afin de pouvoir e´valuer simplement l’espe´rance du spectre de puissance des images courte
pose, il faut se ramener a` des variables ale´atoires inde´pendantes. Comme, d’une part, N˜
et xk sont inde´pendantes et, d’autre part, xk et xl sont inde´pendantes si l 6= k, il suffit
de conside´rer se´pare´ment les cas l = k et l 6= k :
E
{
〈I˜ (2)(u)〉
}
=
〈
E

eN∑
k=1
l=k
e−2π(xk−xl)u +
eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
e−2πxkue2πxlu

〉
.
En introduisant la densite´ de probabilite´ p(x) des variables ale´atoires xk et xl, il vient
E
{
〈I˜ (2)(u)〉
}
=
〈
E{N˜}+ E{N˜(N˜ − 1)}
∫
p(xk)e
−2πxkudxk
∫
p(xl)e
2πxludxl
〉
ou` l’on reconnait la transforme´e de Fourier P (u) = I(u)/N de p(x) et son conjugue´
P ∗(u). En se rappellant que E{N˜(N˜ − 1)} = N2 (cf. eq. 3.8), on obtient l’expression de
l’espe´rance du spectre de puissance moyen des images de´tecte´es :
E
{
〈I˜ (2)(u)〉
}
= 〈N〉+ 〈|I(u)|2〉
= 〈N〉+ 〈I (2)(u)2〉. (3.10)
A partir de l’expression pre´ce´dente, on obtient imme´diatement un estimateur sans biais
de la densite´ spectrale de puissance moyenne :
D˜(u)
def
= 〈|I˜(u)|2 − N˜〉. (3.11)
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Dans l’espace image, cela correspond a` l’estimateur sans biais de l’autocorre´lation
moyenne des images :
d˜(x) = 〈
eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
δ(x− xk + xl)〉 (3.12)
ou` l’on voit que le biais est e´vite´ simplement en ne corre´lant pas les photo-e´ve´nements
avec eux-meˆmes (condition l 6= k). L’inte´gration de d˜(x) est particulie`rement simple et
rapide en comptage de photons puisqu’il suffit d’inte´grer l’histogramme des se´parations
(xk − xl) entre deux photo-e´ve´nements diffe´rents (l 6= k) dans chaque image.
Dainty & Greenaway (1979) ont de´montre´ que le meilleur re´sultat est obtenu en ne tenant
pas compte des images dans lesquelles le nombre de photons est infe´rieur a` 2. Si cette
se´lection est faite, l’inte´gration de d˜(x) ou de D˜(u) permet de mesurer le spectre de
puissance moyen meˆme a` tre`s bas flux ; c’est-a`-dire meˆme lorsque le nombre moyen de
photons par image est infe´rieur a` 1 (N ≪ 1).
3.2.2 Me´thode de Knox-Thompson
La me´thode de Knox-Thompson, permet d’obtenir la phase du spectre de Fourier de
l’objet observe´, mais, comme elle ne´cessite l’inte´gration d’un produit spectral, on s’attend
donc a` trouver un terme de biais. Afin de de´terminer un estimateur de´biaise´ de
〈I (KT)(u,v)〉 = 〈I(u)I∗(u+ v)〉,
52 Chapitre 3. Biais en comptage de photons
je vais calculer l’espe´rance de I˜ (KT)(u,v) en suivant une de´marche analogue a` celle qui
pre´ce`de :
E
{
〈I˜ (KT)(u,v)〉
}
=
〈
E
{
I˜ (KT)(u,v)
}〉
=
〈
E
{
I˜(u)I˜∗(u+ v)
}〉
=
〈
E

eN∑
k=1
e−2πxku
eN∑
l=1
e2πxl(u+v)

〉
=
〈
E

eN∑
l=1
e2πxlv

〉
+
〈
E

eN∑
l=1
eN∑
k=1
k 6=l
e−2πxkue2πxl(u+v)

〉
= 〈E{N˜}P ∗(v)〉+ 〈E{N˜(N˜ − 1)}P (u)P ∗(u+ v)〉
= 〈NP ∗(v)〉+ 〈N2P (u)P ∗(u+ v)〉
= 〈I∗(v)〉+ 〈I(u)I∗(u+ v)〉
= 〈I (KT)(u,v)〉+ 〈I∗(v)〉 (3.13)
Cette expression nous permet de de´duire un estimateur sans biais de 〈I (KT)(u,v)〉 Nisenson
& Papaliolios (1983) :
K˜(u,v)
def
= 〈I˜(u)I˜∗(u+ v)− I˜∗(v)〉. (3.14)
En comptage de photons, il est avantageux d’utiliser une me´thode de corre´lation pour
obtenir plus rapidement K˜(u,v). Dans le calcul qui pre´ce`de, on voit tout de suite que :
K˜(u,v) =
〈
E

eN∑
l=1
eN∑
m=1
m6=l
e2πxl(u+v)e−2πxmu

〉
=
〈
eN∑
l=1
e2πxlv
eN∑
m
m6=l
e2π(xl−xm)u
〉
(3.15)
ou` l’on reconnait une transformation de Fourier en u :
K˜(u,v) =
∫
k˜(x,v)e−2πxu dx, (3.16)
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avec :
k˜(x,v) =
〈
eN∑
l=1
e2πxlv
eN∑
m
m6=l
δ(x+ xl − xm)
〉
. (3.17)
Le calcul de k˜(x,v) est tout a` fait adapte´ au comptage de photons. Dans ce cas, il faut
inte´grer k˜(x,v) pour chaque sous-plan ge´ne´re´ par v. A la fin de l’inte´gration, K˜(u,v) est
obtenu par une simple transformation de Fourier.
Comme pour le spectre de puissance, un estimateur sans biais pour la me´thode de Knox-
Thompson peut eˆtre obtenu par une me´thode de corre´lation si on e´vite de corre´ler chaque
e´ve´nement avec lui-meˆme.
3.2.3 Triple corre´lation et bispectre
En comptage de photons, la triple corre´lation de l’image de´tecte´e a pour expression :
ı˜(3)(x,y) =
∫
ı˜(x+ z)˜ı(y + z)˜ı(z) dz
=
eN∑
k=1
eN∑
l=1
eN∑
m=1
δ(x+ xk − xl)δ(y + xk − xm) (3.18)
Une double transformation de Fourier en x et y donne le bispectre de l’image de´tecte´e :
I˜ (3)(u,v) = I˜(u)I˜(v)I˜∗(u+ v)
=
eN∑
k=1
eN∑
l=1
eN∑
m=1
e−2π(xl−xk)ue−2π(xm−xk)v (3.19)
Afin de calculer l’espe´rance de I˜ (3)(u,v), il faut conside´rer se´pare´ment les cas
k = l = m nombre de cas = N˜ (a)
m = k 6= l nombre de cas = N˜(N˜ − 1) (b)
l = k 6= m nombre de cas = N˜(N˜ − 1) (c)
l = m 6= k nombre de cas = N˜(N˜ − 1) (d)
k 6= l, k 6= m et l 6= m nombre de cas = N˜(N˜ − 1)(N˜ − 2) (e)
Le terme (a) vaut :
E

eN∑
k=1
e−2π(xk−xk)ue−2π(xk−xk)v
 = E{N˜} = N. (a)
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Les termes (b), (c) et (d) s’e´valuent de la meˆme manie`re que pour le spectre de puissance
et valent respectivement :
E

eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
e−2π(xl−xk)u
 = E{N˜(N˜ − 1)}
∫
p(xk)e
2πxku dxk
×
∫
p(xl)e
−2πxlu dxl
= |I(u)|2
= I (2)(u) (b)
E

eN∑
k=1
eN∑
m=1
m6=k
e−2π(xm−xk)v
 = E{N˜(N˜ − 1)}
∫
p(xk)e
2πxkv dxk
×
∫
p(xm)e
−2πxlv dxm
= |I(v)|2
= I (2)(v) (c)
E

eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
e−2π(xl−xk)ue−2π(xl−xk)v
 = E{N˜(N˜ − 1)}
∫
p(xk)e
2πxk(u+v) dxk
×
∫
p(xl)e
−2πxl(u+v) dxl
= |I(u+ v)|2
= I (2)(u+ v) (d)
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Il reste a` e´valuer l’espe´rance du terme (e) :
E

eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
eN∑
m=1
m6=k
m6=l
e−2π(xl−xk)ue−2π(xm−xk)v
 = E{N˜(N˜ − 1)(N˜ − 2)}
×
∫
p(xk)e
2πxk(u+v) dxk
×
∫
p(xl)e
−2πxlu dxl
×
∫
p(xm)e
−2πxmv dxm
= I∗(u+ v)I(u)I(v)
= I (3)(u,v). (e)
En faisant la somme (a)+(b)+(c)+(d)+(e), on obtient l’espe´rance du bispectre des
images de´tecte´es :
E
{
I˜(3)(u,v)
}
= I(3)(u,v) + I(2)(u) + I(2)(v) + I(2)(u+ v) +N (3.20)
En combinant ce que nous savons de l’espe´rance du spectre de puissance des images
de´tecte´es (cf. e´quation (3.10)) et le re´sultat pre´ce´dent, nous pouvons e´crire un estimateur
sans biais du bispectre :
B˜(u,v)
def
= 〈I˜(3)(u,v)− I˜(2)(u)− I˜(2)(v)− I˜(2)(u+ v) + 2N˜〉 (3.21)
Cette expression a e´te´ obtenue pour la premie`re fois par Wirnitzer (1985).
Au cours du calcul de l’espe´rance de I˜(3)(u,v), nous avons vu que le terme e´gal au bispectre
de la distribution d’intensite´ correspond au cas (e) (i.e. k 6= l, k 6= m et l 6= m), pour
lequel seules les corre´lations entre trois photons diffe´rents sont prises en compte. Pour
mesurer la triple corre´lation de la distribution d’intensite´ en comptage de photons, il faut
donc inte´grer :
b˜(x,y) =
〈
eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
eN∑
m=1
m6=km6=l
δ(x+ xk − xl)δ(y + xk − xm)
〉
(3.22)
Nous avons vu qu’e´tant donne´ le volume du bispectre (de la triple corre´lation) d’images
bidimensionnelles, seuls quelques “sous-plans” du bispectre sont inte´gre´s en pratique.
Northcott et al. (1988) ont propose´ d’inte´grer, pour chaque sous-plan ge´ne´re´ par v, la
quantite´ suivante :
q˜(x,v) =
〈
eN∑
k=1
e−2πxkv
eN∑
l=1
l 6=k
eN∑
m=1
m6=km6=l
δ(x+ xm − xl)e2πxmv
〉
(3.23)
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ce qui correspond a` la transforme´e de Fourier inverse pour la fre´quence spatiale u de
B˜(u,v) ou encore a` la transforme´e de Fourier pour la position y de b˜(x,y). A la fin de
l’inte´gration, une seule transformation de Fourier par sous-plan mesure´ est ne´cessaire au
lieu d’une transformation de Fourier par image si les sous-plans du bispectre sont calcule´s
directement.
3.2.4 Conclusion
Nous avons vu comment e´viter les biais duˆs au bruit de photons dans l’inte´gration des es-
timateurs qui sont a` la base de l’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle, de la me´thode
de Knox-Thompson et de la triple corre´lation. Lorsque l’on travaille a` tre`s bas flux, no-
tamment en comptage de photons, ces biais ne sont pas du tout ne´gligeables et l’utili-
sation d’estimateurs de´biaise´s est absolument ne´cessaire. En comptage de photons, il est
beaucoup plus rapide d’inte´grer les histogrammes des corre´lations (doubles ou triples) de
photo-e´ve´nements. Dans ce cas, le biais du bruit de photons est e´vite´ tre`s simplement en
ne tenant compte que des corre´lations entre photo-e´ve´nements tous diffe´rents (Ayers et
al., 1988).
3.3 Trou du comptage de photons
Un photo-e´ve´nement occupe un certain volume spatio-temporel : il a une certaine dure´e et
une certaine dimension. Du point de vue du de´tecteur, l’espace et le temps sont discre´tise´s
aussi il voit des photo-e´ve´nements qui occupent au moins un volume e´gal a` un intervalle de
temps par un e´le´ment de surface. A l’heure actuelle, les dispositifs a` comptage de photons
ne sont pas capables de distinguer des photo-e´ve´nements qui occupent des volumes non
disjoints. Dans le cas ou` une telle occurence se produit, au mieux un e´ve´nement est de´tecte´.
L’absence de paire (et de triplet, ...) de photo-e´ve´nements dans les donne´es fournies par
un de´tecteur a` comptage de photons se traduit par un trou au centre de l’autocorre´-
lation moyenne des images : le trou du comptage de photons. Ce trou a, au moins, les
dimensions du volume d’un photo-e´ve´nement (Thie´baut, 1994a). Comme les me´thodes
de l’interfe´rome´trie des tavelures sont base´es sur la mesure de fonctions de corre´lation
des images, ce de´faut des de´tecteurs a` comptage de photons est une source majeure de
biais lorsque l’on applique ces techniques. A ma connaissance, ce de´faut est connu depuis
longtemps mais ce n’est que depuis peu que sont de´veloppe´es des techniques permettant
de s’en affranchir (Foy, 1988b; Hofmann, 1993; Thie´baut, 1994a).
Pour les CCD intensifie´s, a` cause notamment du temps de re´cupe´ration des galettes de
micro-canaux et des phosphores, le nombre de photons e´mis en sortie des e´tages d’inten-
sification n’est pas proportionnel au nombre de photons incidents de´tecte´s par la photo-
cathode : le gain des intensificateurs n’est pas line´aire. Cette non line´arite´ du gain interdit
de distinguer deux photo-e´ve´nements superpose´s pour une trame donne´e. Dans ce cas, le
trou a au moins la dure´e du temps de pose et au moins la surface d’un pixel. La re´manence
3.3. Trou du comptage de photons 57
des phosphores peut augmenter la longueur temporelle du trou tandis que l’e´talement de
la gerbe de photons cre´e par les intensificateurs pour un photon de´tecte´ augmente la
surface du trou.
Si le gain est approximativement line´aire jusqu’a` quelques coups par e´le´ment du de´tecteur,
il est the´oriquement possible de se´parer et de localiser deux ou trois photo-e´ve´nements
se chevauchant. Mais il faut pour cela des algorithmes beaucoup plus sophistique´s que ne
le permet la de´tection en temps re´el. Il reste alors la possibilite´ d’enregistrer la totalite´
du signal vide´o afin d’effectuer la de´tection des photons en temps diffe´re´. Outre que le
traitement de ces donne´es devient alors extreˆmement long, le volume de stockage et le
de´bit de donne´es ne´cessaires peuvent rendre cette approche inapplicable.
Les syste`mes a` comptage de photons de type came´ra PAPA (Papaliolios et al., 1985)
ou a` anode re´sistive repe`rent les photons au fur et a` mesure de leur arrive´e. Dans ce
cas, il existe un temps mort entre la de´tection de deux photo-e´ve´nements successifs. Par
rapport aux dispositifs a` base de CCD intensifie´s, le principal inconve´nient de ce type de
de´tecteurs est qu’ils pre´sentent un flux de saturation beaucoup plus faible. Par contre, ils
ont l’avantage de permettre d’adapter au moment du de´pouillement le temps de pose en
fonction du temps d’e´volution de la turbulence. Si le temps mort est suffisamment faible
devant le plus long temps de pose autorise´, le trou peut devenir ne´gligeable. En pratique
cela n’est jamais le cas.
Une solution pour les futurs de´tecteurs a` comptage de photons serait d’utiliser la tech-
nique des EBCCD (Electron-Bombarded CCD) dont le gain est pratiquement line´aire
jusqu’a` une dizaine de coups par pixel. Le principe des EBCCD est de de´tecter directe-
ment les e´lectrons e´mis par la photocathode avec un CCD aminci (Cuby, 1988). Ce type
de de´tecteur n’utilise pas d’e´tage d’intensification a` base de galette de micro-canaux ni
d’e´cran au phosphore qui sont les principaux responsables de la non line´arite´ du gain
des CCD intensifie´s : une optique e´lectrostatique suffit pour acce´le´rer les e´lectrons et leur
donner suffisamment d’e´nergie pour cre´er des charges dans les puits de potentiel du CCD.
Dans une premie`re partie, je vais introduire une description de ce de´faut des de´tecteurs a`
comptage de photons propre a` rendre compte de son effet dans l’autocorre´lation. Comme
l’a propose´ Foy (1988b), je montrerai ensuite comment l’inte´gration d’intercorre´lations au
lieu d’autocorre´lations permet d’e´viter ce biais en interfe´rome´trie des tavelures classique.
Cette de´monstration ne diffe`re de celle que j’ai de´ja` effectue´e (Thie´baut, 1994a) que par
la description des images de´tecte´es, cela ne change en rien les pre´visions du mode`le. Enfin,
en vue d’obtenir une mesure de la phase du spectre de Fourier de l’objet, je proposerai
d’e´tendre cette approche a` la me´thode de Knox-Thompson et a` la triple corre´lation.
3.3.1 Mode´lisation du trou
Dans la mode´lisation de l’image de´tecte´e introduite dans la section pre´ce´dente, le nombre
de photons N˜ est une variable ale´atoire obe´issant a` une loi de Poisson de parame`tre
N = E{N˜} et les positions xk (k = 1, . . . , N˜) des photo-e´ve´nements sont des variables
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ale´atoires inde´pendantes dont la densite´ de probabilite´ est proportionnelle a` la distribution
d’intensite´ i(xk). Pour un de´tecteur parfait, la densite´ de probabilite´ jointe du couple de
variables ale´atoires xk et xl est donc :
p(2)(xk,xl) =
{
p(xk) si k = l
p(xk)p(xl) si k 6= l (3.24)
ou` p(x) = i(x)/N est la densite´ de propabilite´ de localisation des photo-e´ve´nements.
A cause de l’incapacite´ du de´tecteur a` distinguer deux photo-e´ve´nements proches, les
positions de deux photo-e´ve´nements diffe´rents ne peuvent plus eˆtre conside´re´es comme
des variables ale´atoires inde´pendantes. La densite´ de probabilite´ jointe devient :
p(2)(xk,xl) =

p(xk) si k = l
p(xk)p(xl) si k 6= l et (xk − xl) 6∈ S
0 si k 6= l et (xk − xl) ∈ S
(3.25)
ou` S est une surface dont les dimensions sont la plus petite distance pour laquelle le
de´tecteur est capable de se´parer deux photo-e´ve´nements. Si le de´tecteur est incapable de
distinguer deux photo-e´ve´nements de`s lors qu’ils se chevauchent, alors S est le support
de l’autocorre´lation du support d’un photo-e´ve´nement. La came´ra CP40 est capable de
se´parer deux photo-e´ve´nements si leurs centres sont au moins se´pare´s par un pixel ; dans
ce cas S est une matrice de 3 × 3 pixels (Thie´baut, 1994a). Dans la mode´lisation de ce
de´faut, je suppose que S est syme´trique — i.e. x ∈ S ⇔ (−x) ∈ S — et invariant sur
tout le de´tecteur.
L’e´quation (3.25) donne une expression de la densite´ de probabilite´ jointe qui n’est valable
que si le flux est suffisamment faible. Cela signifie que les hypothe`ses suivantes doivent
eˆtre raisonnables :
1. la statistique du nombre de photons de´tecte´s, N˜ , est pratiquement la meˆme que
pre´ce´demment, plus pre´cisemment l’e´quation (3.8) reste approximativement valable
pour de´terminer l’espe´rance des moments d’ordre k du nombre de photons de´tecte´s
dans l’image ;
2. l’espe´rance de l’image de´tecte´e reste pratiquement e´gale a` la distribution d’intensite´.
En pratique, il suffit que le flux soit tre`s en dec¸a` du niveau de saturation du de´tecteur.
En introduisant une fonction h(x) valant ze´ro sur S et un partout ailleurs, on peut aussi
mode´liser la probabilite´ jointe de deux photo-e´ve´nements par :
p(2)(xk,xl) =
{
p(xk) si k = l
p(xk)p(xl)h(xk − xl) si k 6= l (3.26)
avec :
h(x) =
{
0 si x ∈ S
1 si x 6∈ S (3.27)
Comme S est syme´trique, alors h(x) est une fonction paire (i.e. h(−x) = h(x)).
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En tenant compte du de´faut des de´tecteurs a` comptage de photons, l’espe´rance de l’auto-
corre´lation moyenne des images de´tecte´es devient :
E
{〈˜ı(2)(x)〉} = E

〈
eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
δ(x− xk + xl)
〉
=
〈
E{N˜(N˜ − 1)}
∫∫
δ(x− xk + xl)p(2)(xk,xl) dxk dxl
〉
=
〈
N2
∫∫
δ(x− xk + xl)p(xk)p(xl)h(xk − xl) dxk dxl
〉
=
〈
N2
∫
p(xl)p(x+ xl)h(x) dxl
〉
=
〈∫
i(xl)i(x+ xl)h(x) dxl
〉
= h(x)〈
∫
i(xl)i(x+ xl) dxl〉
ou` l’on reconnait l’autocorre´lation
i(2)(x)
def
=
∫
i(x′)i(x+ x′) dx′
de la distribution d’intensite´ i(x). Finalement, a` cause de l’incapacite´ des de´tecteurs a`
comptage de photons a` de´tecter des photo-e´ve´nements trop proches, l’autocorre´lation
moyenne des images de´tecte´es est :
E
{〈˜ı(2)(x)〉} = h(x)〈i(2)(x)〉. (3.28)
D’apre`s la forme de h(x) (cf. e´q. (3.27)), l’espe´rance de l’autocorre´lation moyenne des
images de´tecte´es est e´gale a` l’autocorre´lation moyenne de la distribution d’intensite´ sauf
au centre (i.e. pour x ∈ S) ou elle vaut ze´ro. La figure 3.1 montre le centre de l’autocor-
re´lation des images de´tecte´es : le trou est clairement visible au centre (les bords du trou
ne sont pas aussi abrupts que mon mode`le le pre´voit car les hypothe`ses d’invariance par
translation du support d’un photo-e´ve´nement ne sont plus tout a` fait justifie´es du fait de
la correction de la distorsion).
Dans le spectre de puissance, le trou de l’autocorre´lation se manifeste par de fortes os-
cillations. A moins que le trou soit tre`s large, les basses fre´quences spatiales sont peu
affecte´es par ce de´faut. C’est pourquoi une solution peut eˆtre de sur-e´chantillonner lar-
gement l’image, de sorte que le biais du trou du comptage de photons n’ait pas trop
d’influence sur le spectre jusqu’a` la fre´quence de coupure optique. Bien entendu, pour un
meˆme format de de´tecteur, le champ accessible se trouve alors re´duit d’autant.
Cette mode´lisation de l’effet du comptage de photons rend compte d’un trou spatial. Une
approche similaire a` celle de´crite ci-dessus permet de mode´liser un de´faut temporel. De
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Fig. 3.1 – Trou du comptage de photon dans l’autocorre´lation. Cette autocorre´lation
a e´te´ calcule´e a` partir de 49 081 trames de 41 photons chacune en moyenne de l’e´toile
SAO93887 observe´e au CFHT en novembre 1989. Le quart infe´rieur de l’autocorre´lation
a e´te´ tronque´ pour mieux en montrer la partie centrale : ce n’est pas un effet du de´tecteur !
fac¸on plus ge´ne´rale, en conside´rant les positions spatio-temporelles, (xk, tk), des photo-
e´ve´nements, on pourrait mettre en e´vidence un trou spatio-temporel.
Aime & Aristidi (1992) ont propose´ un mode`le “discret”(i.e. en introduisant les pixels)
des de´tecteurs a` comptage de photons. Dans le cadre de ce mode`le, ils rendent compte de
biais comme le trou du comptage de photons mais celui-ci se re´duit a` un seul pixel. J’ai
montre´ (Thie´baut, 1994a) que ce type de mode`le peut servir a` de´crire un trou de taille
arbitraire dans l’autocorre´lation moyenne.
3.3.2 Interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle
Le tave´lographe de CP40 a` e´te´ modifie´ pour e´viter ce biais. En effet, notre instrument
permet de de´doubler l’image a` l’aide d’une se´paratrice. Deux versions diffe´rentes de la
meˆme distribution d’intensite´ sont alors de´tecte´es par deux canaux diffe´rents de la came´ra
CP40. L’intercorre´lation de ces images permet de prendre en compte les paires de photo-
e´ve´nements proches.
Je vais de´montrer que l’intercorre´lation moyenne des images de´tecte´es est un estimateur
sans biais de l’autocorre´lation moyenne de la distribution d’intensite´. Je montrerai ensuite
le gain en terme de rapport signal a` bruit qu’il y a a` syme´triser l’intercorre´lation.
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Fig. 3.2 – Pic tavelure dans l’intercorre´lation. Cette intercorre´lation a e´te´ calcule´e a` partir
de 49 081 trames de 41 photons chacune en moyenne de l’e´toile SAO93887 observe´e au
CFHT en novembre 1989.
intercorre´lations
Soient ı˜1(x) et ı˜2(x) les deux images de´tecte´es a` la meˆme longueur d’onde par deux canaux
diffe´rents de notre instrument. Ces deux images sont deux re´alisations inde´pendantes du
meˆme processus stochastique, en particulier elles ont la meˆme espe´rance i(x). Je note
ı˜
(2)
1,2(x) l’intercorre´lation de ces deux images :
ı˜
(2)
1,2(x) =
∫
ı˜1(x
′)˜ı2(x+ x
′) dx′
=
eN1∑
k1=1
eN2∑
k2=1
∫
δ(x′ − xk1)δ(x+ x′ − xk2) dx′
=
eN1∑
k1=1
eN2∑
k2=1
δ(x+ xk1 − xk2) (3.29)
Comme N˜1, N˜2, xk1 et xk2 sont des variables ale´atoires inde´pendantes, l’espe´rance de
62 Chapitre 3. Biais en comptage de photons
l’intercorre´lation des deux images de´tecte´es est :
E
{
ı˜
(2)
1,2(x)
}
= E{N˜1}E{N˜2}
∫∫
δ(x+ x1 − x2)p(x1)p(x2) dx1 dx2
= N2
∫
p(x1)p(x+ x1) dx1
=
∫
i(x1)i(x+ x1) dx1
= i(2)(x), (3.30)
ou` N est l’espe´rance de N˜1 et de N˜2 et vaut la moitie´ de l’espe´rance de N˜ (le flux est
divise´ par deux). Le passage a` la moyenne est imme´diat et l’on trouve que l’intercorre´lation
moyenne des images de´tecte´es est effectivement un estimateur sans biais de l’autocorre´-
lation moyenne de la distribution d’intensite´ :
E
{
〈˜ı(2)1,2(x)〉
}
= 〈i(2)(x)〉. (3.31)
La figure 3.2 montre que le centre de l’intercorre´lation est correctement estime´, on dis-
tingue meˆme nettement le premier anneau de la tache d’Airy autour du pic tavelure.
Syme´trisation de l’intercorre´lation
Je viens de montrer comment obtenir une mesure non biaise´e de l’autocorre´lation ou du
spectre de puissance moyen des images courte pose. Comme, ı˜1(x) et ı˜2(x) sont deux
re´alisations inde´pendantes du meˆme processus stochastique, leur intercorre´lation n’est
pas exactement syme´trique. Par suite, 〈˜ı(2)1,2(x)〉 et 〈˜ı(2)2,1(x)〉 sont deux mesures diffe´rentes
de 〈i(2)(x)〉. J’ai donc essaye´ d’ame´liorer la qualite´ de l’estimation de l’autocorre´lation
moyenne en sommant ces deux mesures : le gain en terme de rapport signal a` bruit
devrait eˆtre e´gal a`
√
2. Cela revient a` syme´triser l’une des intercorre´lations moyennes,
〈˜ı(2)1,2(x)〉 par exemple. Il est e´quivalent de ne prendre que la partie re´elle de la transforme´e
de Fourier de l’intercorre´lation moyenne pour estimer le spectre de puissance.
Pour obtenir cette ame´lioration, il m’a fallu de´terminer correctement le centre de syme´trie
dans l’intercorre´lation. En effet, si la position du centre de syme´trie est mal estime´e, il
s’en suivra un biais dans l’estimation de l’autocorre´lation et du spectre de puissance. Dans
le cas de notre instrumentation, cette position de´pend de la position du re´seau (et donc
de la longueur d’onde des observations) et, lentement, du temps car les offsets des CCD
sont sujets a` des de´rives.
Si, apre`s recentrage, c est la position du centre de syme´trie dans l’intercorre´lation alors
son espe´rance devient :
E
{
〈˜ı(2)1,2(x)〉
}
= 〈i(2)(x− c)〉. (3.32)
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L’espe´rance de l’estimation du spectre de puissance fournie par la partie re´elle du spectre
de Fourier de l’intercorre´lation est :
E
{
Re
[
〈I˜(2)1,2 (u)〉
]}
= cos(2πcu)〈I(2)(u)〉. (3.33)
La mesure du spectre de puissance est donc biaise´e par un facteur d’atte´nuation cos(2πcu).
La table 3.1 donne la valeur de cette atte´nuation pour diffe´rentes valeurs de l’erreur
de centrage. Si la pre´cision du recentrage est e´gale a` celle de l’e´chantillonnage, alors
l’erreur dans l’estimation de la position du centre de l’intercorre´lation peut atteindre
2−1/2 ≃ 0.71 pixel. Dans ce cas, cos(2πcu) peut eˆtre aussi faible que 0.45 a` la moitie´ de
la fre´quence de Nyquist. A moins que le sur-e´chantillonnage soit tre`s important, il est
absolument ne´cessaire de mesurer la position du centre de l’intercorre´lation
avec une pre´cision de l’ordre du dixie`me de pixel.
J’ai teste´ un certain nombre de me´thodes diffe´rentes pour de´terminer de fac¸on robuste
et pre´cise la position de ce centre de syme´trie. Finalement, c’est la position du maxi-
mum de corre´lation qui s’est ave´re´e donner le meilleur re´sultat (Thie´baut, 1994a). Pour
estimer la position du maximum de corre´lation avec une pre´cision meilleure que le pixel,
j’applique le the´ore`me d’e´chantillonnage qui pre´voit que la valeur d’une fonction correc-
tement e´chantillonne´e peut-eˆtre interpole´e en tout point. Ainsi, j’obtiens la position c du
maximum de corre´lation en maximisant la valeur de l’intercorre´lation moyenne interpole´e
en c :
〈˜ı(2)(c)〉 = Re
[∫
〈I˜(2)1,2 (u)〉e2πcu
]
. (3.34)
La solution est recherche´e par un algorithme de minimisation en plusieurs dimensions
de type quasi-Newton ou gradients-conjugue´s (Press et al., 1990). Une fois de´termine´e la
position c du maximum de corre´lation, la meilleure estimation du spectre de puissance
est :
〈I˜(2)(u)〉 = Re
[
〈I˜(2)1,2 (u)〉e2πcu
]
. (3.35)
J’ai e´value´ la pre´cision atteinte pour la de´termination de la position du maximum de corre´-
lation en comparant les positions obtenues pour des fractions diffe´rentes du meˆme fichier
de donne´es. Cette pre´cision est de l’ordre du dixie`me de pixel et s’ave`re effectivement
suffisante en pratique.
Comme la correction de la distorsion permet d’ajuster a` volonte´ les de´calages des origines
des canaux de CP40, je modifie les coefficients de correction de la distorsion en fonction
de l’estimation de la position des maxima de corre´lation entre les images fournies par
les canaux. Ainsi, pour tout traitement ulte´rieur faisant intervenir des corre´lations entre
diffe´rents canaux, je n’ai plus a` me pre´occuper de ces de´calages. Dans tout ce qui suit,
a` moins que je ne pre´cise le contraire, le de´faut de centrage est suppose´ corrige´ de cette
manie`re.
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erreur de centrage min{cos(2πcu)}
‖c‖ en pixel a` ‖u‖ = 0.25 pixel−1
0.1 0.99
0.2 0.95
0.3 0.89
0.4 0.81
0.5 0.71
0.6 0.59
0.7 0.45
Tab. 3.1 – Facteur d’atte´nuation a` la moitie´ de la fre´quence de Nyquist dans l’estimation
du spectre de puissance lorsque la position du maximum de corre´lation est errone´e.
3.3.3 Me´thode de Knox-Thompson
Nous avons vu que la me´thode de Knox-Thompson est base´e sur l’estimation de :
〈I (KT)(u,v)〉 = 〈I(u)I∗(u+ v)〉. (3.36)
L’inte´gration de 〈I (KT)(u,v)〉 fait intervenir des corre´lations de photo-e´ve´nements ; le trou
du comptage de photons affecte donc ne´cessairement la mesure de 〈I (KT)(u,v)〉. En uti-
lisant la mode´lisation du de´faut des de´tecteurs a` comptage de photons, il est imme´diat
d’obtenir que l’espe´rance de (cf. e´quation (3.17))
k˜(x,v) =
〈
eN∑
k=1
e2πxkv
eN∑
l
l 6=k
δ(x− xl + xk)
〉
au lieu de valoir :〈∫
i(x′)i(x+ x′)e2πvx
′
dx′
〉
devient :
E
{
k˜(x,v)
}
= h(x)
〈∫
i(x′) i(x+ x′) e2πvx
′
dx′
〉
(3.37)
conduisant a` une estimation biaise´e de 〈I (KT)(u,v)〉 :
E
{
K˜(u,v)
}
= H(u) ∗ 〈I (KT)(u,v)〉, (3.38)
ou` ∗ de´signe un produit de convolution pour la fre´quence spatiale u et H(u) est la trans-
forme´e de Fourier de h(x).
Afin de mettre en e´vidence ce biais de fac¸on controˆle´e et dans un cas re´aliste, j’ai utilise´
l’algorithme du point milieu propose´ par Lane et al. (1992) pour simuler les effets de la
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Fig. 3.3 – Phase d’un objet test reconstruite par la me´thode de Knox-Thompson : phase
de l’objet original (en haut), phase obtenue par la me´thode de Knox-Thompson classique
sans trou du comptage de photon (en bas, a` gauche) et phase obtenue par la me´thode de
Knox-Thompson avec le trou du comptage de photon (en bas, a` droite). Les parame`tres
de la simulation sont : D/r0 = 20, 1000 images avec, en moyenne, 500 photons (sans trou)
et 296 photons (avec trou).
turbulence avec un parame`tre de Fried tel que D/r0 = 20. J’ai ainsi ge´ne´re´ 1000 images
courte pose de 500 photons en moyenne chacune. Ces conditions correspondent a` un
parame`tre de Fried r0 = 20 cm pour un te´lescope de 4m de diame`tre et un objet observe´
de magnitude mV ≃ 14 en supposant une efficacite´ totale du te´lescope et du de´tecteur de
20%. L’objet test est une e´toile quadruple avec des diffe´rences de magnitude de 1, 2 et 3
par rapport a` la composante la plus brillante.
La figure 3.3 montre les effets du trou du comptage de photons lorsque la phase de
l’objet est estime´e par la me´thode de Knox-Thompson. Sans l’effet du trou, on voit qu’il
subsiste une pente dans la phase reconstruite ; ceci est duˆ au fait que la me´thode de Knox-
Thompson n’est pas insensible a` une translation des images. Pour cette meˆme phase, on
voit nettement apparaˆıtre un bruit a` haute fre´quence spatiale qui permet de de´terminer
une fre´quence de coupure effective due au bruit de mesure. J’ai simule´ les effets du trou du
comptage de photons en supprimant les occurences multiples de photo-e´ve´nements dans
une meˆme feneˆtre de 3 × 3 pixels pour un e´chantillonnage minimal (i.e. λ
2D
par pixel).
Dans ce cas, la structure bizarre de la phase reconstruite ne peut pas eˆtre explique´e ni
par un effet du bruit plus important (il y a moins de photons par image : 296 au lieu de
500) ni par une translation dans l’espace image : le trou du comptage de photons biaise
irre´me´diablement l’estimation de la phase.
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Utilisation des intercorre´lations
Par analogie avec le spectre de puissance, en utilisant deux re´alisations ı˜1(x) et ı˜2(x) du
meˆme processus stochastique associe´ a` la distribution d’intensite´ i(x), je m’attends a` ce
que :
〈I˜ (KT)1,2 (u,v)〉 def= 〈I˜1(u)I˜∗2 (u+ v)〉 (3.39)
soit un estimateur de 〈I (KT)(u,v)〉 insensible au trou du comptage de photons. L’espe´rance
de 〈I˜ (KT)1,2 (u,v)〉 se calcule de la fac¸on suivante :
E
{
〈I˜ (KT)1,2 (u,v)〉
}
= E

〈
eN1∑
k1=1
eN2∑
k2=1
e−2πuxk1e2π(u+v)xk2
〉
=
〈
E{N˜1}E{N˜2}
∫
p(xk1)e
−2πuxk1 dxk1
×
∫
p(xk2)e
2π(u+v)xk2 dxk2
〉
= 〈N2P (u)P ∗(u+ v)〉
= 〈I(u)I∗(u+ v)〉
= 〈I (KT)(u,v)〉. (3.40)
Ce qui valide mon hypothe`se.
Bien entendu, la qualite´ de la mesure est ame´liore´e si on inte`gre :
〈I˜ (KT)sym (u,v)〉 = 〈I˜ (KT)1,2 (u,v) + I˜ (KT)2,1 (u,v)〉. (3.41)
Afin de tester la possibilite´ de corriger effectivement les effets du trou du comptage de
photons de cette fac¸on, j’ai applique´ la me´thode a` des donne´es simule´es et a` des donne´es
re´elles.
La figure 3.4 permet de comparer la phase d’un objet test avec les phases reconstruites a`
partir de 〈I˜ (KT)sym (u,v)〉 lorsque le trou du comptage est simule´ ou non. Les parame`tres de
la simulation sont les meˆmes que pre´cedemment. On voit nettement apparaˆıtre le bruit
a` haute fre´quence spatiale qui caracte´rise la fre´quence de coupure effective. La phase
reconstruite est plus bruite´e et la fre´quence de coupure effective plus basse lorsque les
effets du de´tecteurs sont simule´s. Cette de´gradation est normale car le flux moyen tombe
alors a` 296 photons par image ; il faudrait inte´grer 3 fois plus d’images pour atteindre la
meˆme qualite´ que sans le trou du comptage. Compte tenu du format des images (128×128)
et de la dimension du trou simule´ (3× 3), il ne faut pas perdre de vue que ces conditions
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Fig. 3.4 – Phase d’un objet test reconstruite par la me´thode de Knox-Thompson : phase
de l’objet original (en haut), phase obtenue par la me´thode de Knox-Thompson a` deux
images sans trou du comptage de photon (en bas, a` gauche) et phase obtenue par la
me´thode de Knox-Thompson a` deux images avec le trou du comptage de photon (en bas,
a` droite). Les parame`tres de la simulation sont : D/r0 = 20, 2 × 1000 images avec, en
moyenne, 500 photons (sans trou) et 296 photons (avec trou).
Fig. 3.5 – Phase de l’e´toile de re´fe´rence SAO93887 reconstruite par la me´thode de Knox-
Thompson (voir le texte pour plus de de´tails).
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Fig. 3.6 – Progression de l’erreur de phase moyenne en fonction de la fre´quence de coupure
choisie (donne´es : l’e´toile de re´fe´rence SAO93887 reconstruite par la me´thode de Knox-
Thompson, voir le texte pour plus de de´tails).
de simulations sont se´ve`res ; en pratique, les effets du trou, notamment sur le flux de´tecte´,
sont nettement moins violents.
La figure 3.5 montre la phase de l’e´toile de re´fe´rence SAO93887 reconstruite par la
me´thode de Knox-Thompson en utilisant les intercorre´lations comme je le propose. La
phase est reconstruite a` partir de 〈I˜ (KT)sym (u,v)〉 (cf. e´quation 3.41) mesure´ sur les trames
paires et calibre´ par le meˆme estimateur mesure´ sur les trames impaires. La phase est re-
construite jusqu’a` 80 % de la fre´quence de coupure optique avec un e´cart-type de 0.4 radian
(cf. figure 3.6). Le nombre total de trames de 20ms est de 2× 49 081 avec, en moyenne,
41 photons par trame.
De´faut de recentrage
Voyons maintenant ce qu’il advient de cet estimateur s’il subsiste un de´faut de recentrage
c entre les deux voies d’imagerie. Dans ce cas on a :{
E{˜ı1(x)} = i(x)
E{˜ı2(x)} = i(x− c)
TF−→
{
E{I˜1(u)} = I(u)
E{I˜2(u)} = I(u)e−2πuc
(3.42)
Ce qui nous permet de de´terminer les espe´rances de 〈I˜ (KT)1,2 (u,v)〉 et de 〈I˜ (KT)2,1 (u,v)〉 :
E
{
〈I˜ (KT)1,2 (u,v)〉
}
= 〈I (KT)(u,v)〉e2π(u+v)c (3.43)
E
{
〈I˜ (KT)2,1 (u,v)〉
}
= 〈I (KT)(u,v)〉e−2πuc (3.44)
(3.45)
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En pre´sence d’un de´faut de centrage, l’espe´rance de 〈I˜ (KT)sym (u,v)〉 (cf. e´quation (3.41))
devient :
E
{
〈I˜ (KT)sym (u,v)〉
}
= 〈I (KT)(u,v)〉 [e2π(u+v)c + e−2πuc] . (3.46)
La phase de 〈I (KT)(u,v)〉 mesure´e est alors biaise´e d’un angle
arg
{
e2π(u+v)c + e−2πuc
}
qui ne de´pend que des fre´quences spatiales u et v. Si le de´calage est le meˆme pour les
observations de l’objet et de sa re´fe´rence, alors ce biais est corrige´ lorsque l’on calibre
les mesures de 〈I (KT)(u,v)〉 effectue´es pour l’objet par celles effectue´es pour l’e´toile de
re´fe´rence. De plus, le biais e´tant constant, cela ne perturbe pas la statistique de la phase
de O(KT)(u,v) ainsi obtenue (il en est de meˆme pour le module). La pre´cision du recentrage
des deux voies d’imagerie ne devrait donc pas eˆtre critique pour appliquer la me´thode de
Knox-Thompson comme je le propose.
Ne´anmoins, la me´thode de Knox-Thompson ne´cessite de recentrer les images courte pose
sur leur photo-centre. Afin d’ame´liorer l’estimation de la position du photo-centre il faut
e´videmment utiliser conjointement les informations fournies par les deux voies d’imagerie.
Cela n’est possible que si la correspondance entre les coordonne´es sur les deux voies est
connue. A faible flux, a` cause du bruit de photons, il existe une incertitude dans la
position du photo-centre mesure´e de l’ordre de σ/
√
N si σ est l’e´talement de la tache
image et N le nombre de photons. Typiquement, N ∼ 100 photons et, pour un de´tecteur
de 100× 100 pixels, σ ne devrait pas exce´der 20 a` 30 pixels sinon l’effet de troncature
des images courte pose qui est anisoplane´tique biaise se´rieusement les mesures. En fin de
compte, la pre´cision de la mesure de la position du photo-centre instantane´ n’est gue`re
meilleure qu’un pixel. Il suffit donc d’une pre´cision un peu meilleure que le pixel dans la
correction du de´calage c d’origine des coordonne´es entre les deux voies d’imagerie pour
que l’erreur sur c n’affecte pas la qualite´ des mesures. Comme je l’ai remarque´ plus haut,
une pre´cision d’un dixie`me de pixel est couramment atteinte en pratique.
3.3.4 Triple corre´lation
De meˆme que les estimateurs permettant d’obtenir le spectre de puissance ou d’appliquer
la me´thode de Knox-Thompson, l’estimateur ı˜(3)(x,y) (cf. e´quation (3.22)) de la triple
corre´lation est affecte´ par l’incapacite´ des de´tecteurs a` comptage de photons a` de´tecter
des photo-e´ve´nement proches.
Afin de calculer ce biais dans la triple corre´lation, j’introduis la densite´ de probabilite´
jointe de l’occurrence de trois photo-e´ve´nements (pas force´ment diffe´rents) localise´s en
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xk, xl et xm :
p(3)(xk,xl,xm) =

p(xk) si k = l = m
h(xk − xl)p(xk)p(xl) si k 6= l = m
h(xl − xm)p(xl)p(xm) si l 6= m = k
h(xm − xk)p(xm)p(xk) si m 6= k = l
h(xk − xl)h(xl − xm)h(xm − xk)p(xk)p(xl)p(xm)
si k 6= l, l 6= m et m 6= k
(3.47)
Comme, pour e´viter le biais duˆ au bruit de photons dans la triple corre´lation moyenne, il
ne faut corre´ler que des photo-e´ve´nements diffe´rents (i.e. k 6= l, l 6= m et m 6= k), seul le
dernier cas dans l’expression de p(3)(xk,xl,xm) nous inte´resse. L’espe´rance de l’estimateur
b˜(x,y) (cf. e´quation (3.22)) de la triple corre´lation moyenne des images devient :
b˜(x,y) =
〈
eN∑
k=1
eN∑
l=1
l 6=k
eN∑
m=1
m6=k
m6=l
δ(x− xl + xk)δ(y − xm + xk)
〉
=
〈
E{N˜(N˜ − 1)(N˜ − 2)}
∫∫∫
h(xk − xl)h(xl − xm)h(xm − xk)
×δ(x− xl + xk)δ(y − xm + xk)
×p(xk)p(xl)p(xm) dxk dxl dxm〉
=
〈
N3
∫
h(x)h(y)h(y − x)p(xk)p(xk + x)p(xk + y) dxk
〉
= h(x)h(y)h(y − x)
〈∫
i(x′)i(x′ + x)i(x+ y) dx′
〉
qui donne finalement :
b˜(x,y) = h(x)h(y)h(y − x) 〈i(3)(x,y)〉 (3.48)
Cette expression met en e´vidence l’effet du trou du comptage de photons dans la triple
corre´lation. A partir d’une estimation de la fonction h(x), il est possible de pre´voir ses
effets pour le bispectre.
Bispectre calcule´ a` partir de trois images
Dans le cas du bispectre (ou de la triple corre´lation), il est possible d’e´viter le de´faut du
trou du comptage de photons si l’on dispose de trois re´alisations inde´pendantes du meˆme
processus stochastique d’imagerie. Exactement comme je l’ai propose´ pour le spectre de
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Fig. 3.7 – Phase d’un objet test reconstruite par la me´thode du bispectre : phase de l’objet
original (en haut), phase obtenue par la me´thode du bispectre a` trois images sans trou du
comptage de photon (en bas, a` gauche) et phase obtenue par la meˆme me´thode mais avec
le trou du comptage de photon (en bas, a` droite). Les parame`tres de la simulation sont :
D/r0 = 20, 3 × 1000 images avec, en moyenne, 500 photons (sans trou) et 296 photons
(avec trou).
puissance et pour la me´thode Knox-Thompson, il suffit alors d’inte´grer le produit spectral
suivant :
〈I˜ (3)1,2,3(u,v)〉 def= 〈I˜1(u)I˜2(v)I˜∗3 (u+ v)〉, (3.49)
ou` I˜1(u), I˜2(u) et I˜3(u) sont les spectres de Fourier des trois images de´tecte´es. La
de´monstration de la validite´ de cet estimateur est analogue a` celles que j’ai faites pour
l’intercorre´lation et la me´thode Knox-Thompson. Afin d’ame´liorer l’estimation du bis-
pectre, il faut inte´grer les diffe´rentes estimations obtenues en permutant les images
de´tecte´es :
〈I˜ (3)sym(u,v)〉 = 〈I˜ (3)1,2,3(u,v) + I˜ (3)1,3,2(u,v) + I˜ (3)2,1,3(u,v)
+I˜ (3)2,3,1(u,v) + I˜
(3)
3,1,2(u,v) + I˜
(3)
3,2,1(u,v)〉 (3.50)
La figure 3.7 montre que la me´thode de mesure du bispectre que je propose permet
effectivement de reconstruire la phase de l’objet observe´ meˆme en pre´sence du trou du
comptage de photons. Les parame`tres de la simulation sont les meˆmes que pre´ce´demment.
Comme pour la me´thode de Knox-Thompson base´e sur les intercorre´lations, la limite de
re´solution effective de´pend uniquement du nombre de photons par trame, des conditions
de turbulence et du nombre d’images.
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Pour les donne´es acquises avec la came´ra CP40, je dispose de quatres images simul-
tane´es par temps de pose pour deux longueurs d’onde voisines (i.e. deux images a` chaque
longueur d’onde). Ces longueurs d’onde sont suffisamment proches (∆λ ≤ 50 A˚) pour
que la diffe´rence de la re´ponse du syste`me atmosphe`re-te´lescope puisse eˆtre ne´glige´e
(∆λ/λ < r0/D). Le calcul du bispectre a` partir de trois canaux diffe´rents est donc appli-
cable a` ces donne´es si la distribution d’intensite´ de l’objet est identique aux deux longueurs
d’onde. C’est par exemple le cas pour des binaires. Par contre, pour les observations d’en-
veloppes stellaires, de jets ou de la surface d’une e´toile, les longueurs d’onde sont choisies
de telle sorte que l’objet est observe´ en meˆme temps dans une raie d’e´mission ou d’ab-
sorption et dans le continuum proche. Dans ce cas la structure de l’objet peut eˆtre tre`s
diffe´rente aux deux longueurs d’onde et le calcul du bispectre a` partir de trois canaux
devient hasardeux. Pour cette raison, j’ai tente´ d’inte´grer un bispectre en comptage de
photons a` partir seulement de deux canaux (a` la meˆme longueur d’onde).
Bispectre calcule´ a` partir de deux images
Dans le cas du spectre de puissance, l’influence du trou du comptage de photons est
ne´gligeable pour les faibles fre´quences spatiales (Foy, 1988b). Comme, dans le bispectre,
seuls les sous-plans engendre´s par les basses fre´quences spatiales nous inte´ressent — i.e.
les valeurs I (3)(u,v) pour ‖v‖ ≪ r0/λ — je m’attends a` ce que les 4 quantite´s suivantes,
apre`s correction du biais duˆ au bruit de photons, soient des estimateurs de I (3)(u,v) peu
affecte´s par ce de´faut :
I˜ (3)1,1,2(u,v)
def
= I˜1(u)I˜1(v)I˜
∗
2 (u+ v) (3.51)
I˜ (3)2,2,1(u,v)
def
= I˜2(u)I˜2(v)I˜
∗
1 (u+ v) (3.52)
I˜ (3)1,2,2(u,v)
def
= I˜1(u)I˜2(v)I˜
∗
2 (u+ v) (3.53)
I˜ (3)2,1,1(u,v)
def
= I˜2(u)I˜1(v)I˜
∗
1 (u+ v) (3.54)
puisqu’ils font intervenir le produit du spectre de la meˆme image uniquement a` basse
fre´quence (‖v‖ ≪ r0/λ).
Dans un premier temps, je vais de´terminer l’espe´rance de I˜ (3)1,1,2(u,v), I˜
(3)
2,2,1(u,v),
I˜ (3)1,2,2(u,v) et I˜
(3)
2,1,1(u,v) en ne´gligeant l’effet du trou du comptage de photons afin d’ob-
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tenir des estimateurs de´biaise´s du bruit de photons. Ainsi :
E
{
I˜ (3)1,1,2(u,v)
}
= E

eN1∑
k1
e−2πuxk1
eN1∑
l1
e−2πvxl1
eN2∑
k2
e2π(u+v)xk2

= E

eN1∑
k1
e−2π(u+v)xk1 +
eN1∑
k1
eN1∑
l1
l1 6=k1
e−2πuxk1e−2πvxl1
 I∗2 (u+ v)
= [I1(u+ v) + I1(u)I1(v)] I
∗
2 (u+ v),
soit, en fin de compte :
E
{
I˜ (3)1,1,2(u,v)
}
= I (3)1,1,2(u,v) + I
(2)
1,2(u+ v). (3.55)
De la meˆme fac¸on, on obtient :
E
{
I˜ (3)2,2,1(u,v)
}
= I (3)2,2,1(u,v) + I
(2)
2,1(u+ v), (3.56)
E
{
I˜ (3)1,2,2(u,v)
}
= I (3)1,2,2(u,v) + I
(2)
1,2(u), (3.57)
E
{
I˜ (3)2,1,1(u,v)
}
= I (3)2,1,1(u,v) + I
(2)
2,1(u), (3.58)
ou` j’ai conserve´ les indices correspondants aux nume´ros d’image pour pouvoir le cas
e´che´ant rendre compte d’un e´ventuel de´calage des origines entre les deux voies d’imagerie.
Pour supprimer le biais duˆ au bruit de photon, il faut donc inte´grer les estimateurs sui-
vants :
B˜1,1,2(u,v) = I˜
(3)
1,1,2(u,v)− I˜ (2)1,2(u+ v), (3.59)
B˜2,2,1(u,v) = I˜
(3)
2,2,1(u,v)− I˜ (2)2,1(u+ v), (3.60)
B˜1,2,2(u,v) = I˜
(3)
1,2,2(u,v)− I˜ (2)1,2(u), (3.61)
B˜2,1,1(u,v) = I˜
(3)
2,1,1(u,v)− I˜ (2)2,1(u). (3.62)
En ne´gligeant les effets de feneˆtrage et de de´calage de l’origine, meˆme s’il subsiste un biais
duˆ au trou du comptage de photons, les espe´rances de B˜(3)1,2,2(u,v) et B˜
(3)
2,2,1(u,v) devraient
eˆtre identiques, il en est de meˆme pour B˜(3)1,2,2(u,v) et B˜
(3)
2,1,1(u,v). Plus pre´cise´ment, en
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Fig. 3.8 – Phase d’un objet test reconstruite par la me´thode du “bispectre a` deux images” :
phase reconstruite a` partir de deux canaux sans trou du comptage de photons (en haut,
a` gauche), phases obtenue pour des donne´es avec trou du comptage de photons a` partir
de B˜1,1,2 + B˜2,2,1 (en bas, a` gauche), a` partir de B˜1,2,2 + B˜2,1,1 (en bas, a` droite), a` partir
de la somme de ces quantite´s (en haut, a` droite). Les parame`tres de la simulation sont :
D/r0 = 20, 2× 1000 images avec, en moyenne, 296 photons.
tenant compte du de´faut du de´tecteur :
E
{
〈B˜(3)1,1,2(u,v)〉
}
= E
{
〈B˜(3)2,2,1(u,v)〉
}
≃ 〈
∫∫∫
i(x+ z)i(y + z)i(z)h(x− y)e−2π(ux+vy) dx dy dz〉 (3.63)
E
{
〈B˜(3)1,2,2(u,v)〉
}
= E
{
〈B˜(3)2,1,1(u,v)〉
}
≃ 〈
∫∫∫
i(x+ z)i(y + z)i(z)h(y)e−2π(ux+vy) dx dy dz〉. (3.64)
A partir de ces expressions pour le bispectre mesure´, il est imme´diat d’obtenir les
espe´rances des triples corre´lations correspondantes :
E{〈˜b(3)1,1,2(x,y)〉} = E{〈˜b(3)2,2,1(x,y)〉} ≃ h(x− y)〈i(3)(x,y)〉, (3.65)
E{〈˜b(3)1,2,2(x,y)〉} = E{〈˜b(3)2,1,1(x,y)〉} ≃ h(y)〈i(3)(x,y)〉. (3.66)
La forme du trou du comptage de photons e´tant en ge´ne´ral mal de´termine´e, il est diffi-
cile de pre´voir son influence sur la triple corre´lation d’apre`s les e´quations qui pre´ce`dent.
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Ne´anmoins, je pense que la diffe´rence entre E{B˜.,.,.(u,v)} et B(u,v) est faible, du moins
pour ‖v‖ ≪ r0/λ et au moins jusqu’a` une certaine fre´quence de coupure. Seule l’expe´rience
peut permettre de de´terminer si ce biais est ne´gligeable en pratique.
Afin d’ame´liorer le rapport signal a` bruit, il faut regrouper les diffe´rentes estimations de
B(u,v). Il paraˆıt le´gitime d’additionner les estimations qui ont la meˆme espe´rance pour
former :
B˜1,1,2(u,v) + B˜2,2,1(u,v)
B˜1,2,2(u,v) + B˜2,1,1(u,v)
On peut aussi sommer toutes ces estimations pour former :
B˜1,1,2(u,v) + B˜2,2,1(u,v) + B˜1,2,2(u,v) + B˜2,1,1(u,v)
La figure 3.8 montre que ces trois estimateurs permettent de reconstruire la phase du
spectre de Fourier de l’objet observe´ sans e´vidence de biais. Puisque B˜1,1,2 + B˜2,2,1 et
B˜1,2,2 + B˜2,1,1 fournissent des mesures de qualite´ e´quivalentes, pour ame´liorer le rapport
signal a` bruit, j’inte`gre leur somme. En pratique (i.e. pour des donne´es re´elles) le bispectre
calcule´ de cette manie`re permet de reconstruire la phase du spectre de Fourier jusqu’a` une
fre´quence de coupure effective (au mieux D/λ) comparable a` celle du spectre de puissance
(estime´ a` partir des intercorre´lations).
Comportement en pre´sence d’un de´faut de centrage
Pour le bispectre calcule´ a` partir de deux images, un de´calage c entre les origines des deux
images (cf. l’e´quation (3.42)) se traduit par :
E{B˜1,1,2(u,v) + B˜2,2,1(u,v)} = 2〈I (3)(u,v)〉 cos [2π(u+ v)c] (3.67)
E{B˜1,2,2(u,v) + B˜2,1,1(u,v)} = 2〈I (3)(u,v)〉 cos [2πuc] (3.68)
Comme cos[. . .] est un terme re´el, la statistique (en particulier la moyenne et la variance)
de la phase du bispectre mesure´e par B˜1,1,2+ B˜2,2,1, B˜1,2,2+ B˜2,1,1 ou par leur somme n’est
donc pas affecte´e par un tel de´faut de centrage. Il n’en est e´videmment pas de meˆme pour
le module du bispectre ainsi mesure´.
Cette proprie´te´ est particulie`rement inte´ressante lorsque la correction des de´calages entre
les origines de deux canaux est insuffisamment pre´cise. C’est, par exemple, le cas si le
rapport signal a` bruit dans l’intercorre´lation est trop faible. Mais c’est aussi le cas lorsque
l’objet observe´ est largement re´solu, car cela se traduit par un e´largissement du pic d’inter-
corre´lation et donc une pre´cision moindre dans la de´termination de la position du maxi-
mum de corre´lation.
Enfin, il est inte´ressant de noter que la phase du bispectre calcule´ a` partir de trois images
n’est pas insensible a` une telle erreur de centrage.
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3.4 Conclusion
Le trou du comptage de photons a e´te´ mis en e´vidence par Foy (1988b). Pour reme´dier
a` ce de´faut dans les autocorre´lations, Foy (1988b) a de´montre´ qu’il est possible de “bou-
cher” le trou par une gaussienne s’appuyant sur les bords du trou et dont les parame`tres
sont ajuste´s en minimisant les oscillations du spectre de puissance aux hautes fre´quences
spatiales. Plus re´cemment, Hofmann (1993) a e´tudie´ les effets du trou du comptage de
photons dans le cadre de l’analyse bispectrale et a propose´ de corriger ce de´faut en cali-
brant la fonction h(x) (cf. e´quation (3.27)) sur un objet de distribution d’intensite´ connue.
Ces me´thodes de correction ne´cessitent toutes deux d’e´chantillonner largement les images
de telle sorte que le trou soit beaucoup plus petit que l’autocorre´lation d’une tavelure ;
cela se fait au de´triment du champ accessible pour un format de de´tecteur donne´. De plus,
ces techniques reposent sur une mode´lisation a priori du trou ou sur des hypothe`ses sans
doute mal ve´rifie´es en pratique comme en te´moigne la qualite´ des mesures obtenues et la
limite en re´solution impose´e.
La possibilite´ de corriger le trou du comptage de photon par des intercorre´lations a e´te´
sugge´re´e, pour la premie`re fois, par Foy (1988b). J’ai de´montre´ de fac¸on the´orique mais
aussi en pratique (Thie´baut, 1994a) que l’utilisation des intercorre´lations plutoˆt que des
autocorre´lations permet de re´soudre efficacement ce proble`me en interfe´rome´trie des ta-
velures classique. J’ai ge´ne´ralise´ cette approche aux me´thodes de Knox-Thompson et du
bispectre. L’e´tude the´orique que j’ai de´veloppe´e pre´dit que cette correction est valable
tant que le flux incident est suffisamment faible pour que la statistique du nombre total
de photons de´tecte´s ne soit pas perturbe´e. Ne´anmoins, mes simulations montrent que la
correction reste valable meˆme lorsque l’on s’e´carte notablement des conditions de faible
flux 1. De toute fac¸on, aucune autre contrainte ou hypothe`se n’est ne´cessaire pour justifier
mes re´sultats the´oriques ce qui est un argument tre`s fort en faveur de cette approche. En
particulier, mes simulation de´montrent que le sur-e´chantillonnage des images n’est pas
ne´cessaire 2.
Un autre avantage des intercorre´lations est qu’elles ne sont pas biaise´es par le bruit de pho-
tons ; Aime et al. (1986) ont de´montre´ cette proprie´te´ dans les cas de l’interfe´rome´trie des
tavelures classique et de l’interfe´rome´trie des tavelures diffe´rentielle, Hofmann & Weigelt
(1987) en ont fait la de´monstration dans le cas de l’analyse bispectrale. D’une fac¸on plus
ge´ne´rale, il est bon de noter que les intercorre´lations permettent d’e´viter les proble`mes
lie´s aux corre´lations du signal de´tecte´ ; c’est vrai pour le bruit de photon mais aussi pour
les corre´lations qui existent entre les pixels d’un de´tecteur de type CCD par exemple.
Toutefois, la correction du de´faut du comptage de photons par les intercorre´lations
ne´cessite de diviser le flux disponible par deux (ou par trois). Cela entraine une
de´gradation du rapport signal a` bruit ; suivant la me´thode utilise´e et a` bas flux, le facteur
d’atte´nuation est donne´ par la table suivante :
1Dans ces simulations, le de´faut du comptage de photons fait perdre plus de 40% des photons puisque
le nombre moyen de photons par image passe de 500 a` 296.
2Les images courte pose simule´es sont exactement e´chantillonne´es “a` Shannon” soit 2 pixels par λ/D
tandis que le trou fait 3× 3 pixels !
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RSB×... me´thode nombre d’images simultane´es
1/2 ≃ 50% spectre de puissance 2 images
1/2 ≃ 50% Knox-Thompson 2 images
1/23/2 ≃ 35% bispectre 2 images
1/33/2 ≃ 19% bispectre 3 images
J’ai montre´ comment ame´liorer cet e´tat de chose en exploitant les syme´tries des quantite´es
mesure´es ; cela demande une estimation correcte de la position relative de l’origine des
diffe´rentes voies d’imagerie. Dans ce cas, la perte en qualite´ devient seulement :
RSB×... me´thode nombre d’images simultane´es√
2/2 ≃ 71% spectre de puissance 2 images√
2/2 ≃ 71% Knox-Thompson 2 images√
4/23/2 ≃ 71% bispectre 2 images√
6/33/2 ≃ 47% bispectre 3 images
A la limite, cette question du rapport signal a` bruit est un faux proble`me : si on e´vite le trou
du comptage de photons en utilisant les intercorre´lations, il suffit d’inte´grer suffisamment
de donne´es pour atteindre la fre´quence de coupure effective recherche´e ; tandis que, si on
ne corrige pas ce de´faut, la limite de re´solution effective sera impose´e par les biais qui en
de´coulent.
Ces conside´rations sur le rapport signal a` bruit montrent tout l’inte´reˆt de l’inte´gration du
bispectre a` partir de deux images simultane´es par rapport au bispectre mesure´ a` partir de
trois images simultane´es. En outre, l’optique et le de´tecteur que ne´cessitent l’acquisition
de deux images simultane´es est beaucoup moins complexe que s’il faut acque´rir trois
images simultane´es.
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Chapitre 4
Approches pour une de´convolution
robuste
Les donne´es re´elles sont toujours des mesures entache´es de bruit. Ce bruit peut eˆtre
intrinse`que a` la nature du signal observe´ (e.g. bruit de photons). Il peut aussi eˆtre le
fait du syste`me de mesure (e.g. courant d’obscurite´, bruit de lecture). Lorsque le bruit
qui affecte les mesures n’est pas ne´gligeable, la simple inversion de la relation qui lie le
signal observe´ aux quantite´s de´tecte´es ne suffit pas a` fournir une estimation fiable du
signal original. De plus, cette inversion n’est pas force´ment re´alisable. Soit parce que c’est
mathe´matiquement impossible, soit parce que l’information collecte´e est incomple`te. Par
exemple, pour un syste`me d’imagerie, la de´convolution de l’image observe´e par la re´ponse
impulsionnelle peut donner un re´sultat comple`tement errone´ non seulement a` cause du
bruit mais aussi parce que certaines informations sont de´finitivement perdues (e.g. les
fre´quences spatiales ne sont pas mesure´es au-dela` de la fre´quence de coupure).
Le proble`me de la reconstruction d’image a` partir des mesures effectue´es est donc loin
d’eˆtre trivial et il est d’autant plus difficile que la qualite´ du signal est me´diocre et les
informations lacunaires. Afin de mener a` bien l’exploitation des mesures, j’adopte une
de´marche robuste. D’une part, je tiens compte de la qualite´ des observations afin d’e´viter
que les mesures les plus bruite´es affectent de fac¸on significative l’image restaure´e. D’autre
part, je cherche a` compenser le manque d’information ou la mauvaise qualite´ de certaines
mesures en incorporant dans le processus de reconstruction des connaissances a priori sur
l’image reconstruite. Lorsque cette de´marche s’ave`re insuffisamment robuste, compte tenu
de la qualite´ des mesures, je re´duit de fac¸on controˆle´e la quantite´ d’informations pre´sentes
dans l’image reconstruite et donc la quantite´ de mesures ne´cessaires a` son obtention. Je
fait cela soit en limitant la re´solution dans l’image reconstruite, soit en simplifiant le
mode`le de l’objet observe´.
Ces quelques principes sont tre`s ge´ne´raux ; afin d’illustrer plus clairement leur mise en
œuvre, je montre dans ce chapitre comment j’ai renforce´ la de´convolution. En de´rivant
cette approche pour la de´convolution, je montre comment re´soudre de fac¸on robuste le
proble`me de la reconstruction d’image en interfe´rome´trie holographique et le proble`me de
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la de´convolution en aveugle. Dans le chapitre suivant, je montre comment cette de´marche
peut eˆtre e´tendue a` l’exploitation des mesures de l’interfe´rome´trie des tavelures.
4.1 De´convolution
Nous avons vu que, dans le cas de l’imagerie traditionnelle de meˆme que pour les me´thodes
de l’interfe´rome´trie des tavelures, les mesures effectue´es sont convolue´es par une fonction
d’e´talement de point. Ainsi, sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut e´crire :
g˜(x) ≃ h(x) ∗ f(x), (4.1)
ou` g˜(x) repre´sente les quantite´s mesure´es, h(x) la fonction d’e´talement de point et f(x)
les informations sur la distribution d’intensite´ de l’objet ; la position x peut avoir plus de
2 dimensions (e.g. 4 si g˜(x) est la triple corre´lation).
Afin de recouvrer les informations f(x) concernant la distribution d’intensite´ de l’objet,
il faut effectuer une de´convolution. Dans l’espace de Fourier, l’ope´ration de convolution
s’e´crit comme une simple multiplication. Pour autant, la division du spectre de Fourier des
mesures, G˜(u), par la fonction de transfert, H(u), ne fournit pas une solution acceptable.
D’abord, la fonction de transfert a un support borne´ : elle est nulle en dehors de ce support
ce qui interdit d’obtenir une estimation de F (u) aux fre´quences correspondantes par une
simple division.
Ensuite, la division de G˜(u) par des valeurs faibles de H(u) augmente la contribution
du bruit de mesure a` l’erreur sur l’estimation de F (u) aux fre´quences correspondantes.
Ceci est d’autant plus vrai que G˜(u) est souvent beaucoup plus bruite´ aux fre´quences ou`
le module de la fonction de transfert est faible. De plus, au moins a` cause du bruit qui
affecte les mesures, g˜(x) n’est pas rigoureusement e´gal a` un produit de convolution.
Enfin, la fonction d’e´talement de point peut eˆtre mal de´termine´e parce qu’elle est mesure´e
partiellement et avec un certain bruit. Par exemple, dans le cas de l’interfe´rome´trie des
tavelures, la fonction d’e´talement de point de´pend fortement et de fac¸on non uniforme des
conditions de turbulence. Ainsi, la calibration de h(x) sur une source de re´fe´rence fournit
une mesure h˜(x) qui peut ne repre´senter qu’imparfaitement la fonction d’e´talement de
point au moment de l’observation de l’objet (Christou et al., 1985; Perrier, 1989). Dans
ce cas, seules les basses fre´quences sont affecte´es de fac¸on non line´aire par les variations
de seeing .
Comme, en pratique, le proble`me de la de´convolution ne saurait eˆtre re´solu par la simple
division du spectre de Fourier des mesures par la fonction de transfert, il faut adopter
une de´marche plus robuste. Dans cette section, je vais montrer comment on peut poser et
re´soudre le proble`me de la de´convolution en tenant compte de la qualite´ des mesures pour
l’objet et, s’il y a lieu, pour la re´fe´rence. Afin de combler des lacunes dans la connaissance
des quantite´s mesure´es ou de renforcer la robustesse du processus j’expliquerai comment
incorporer les connaissances a priori que l’on a des fonctions a` reconstruire. Cette ap-
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proche unifie´e me permettra de de´river un certain nombre d’algorithmes de reconstruction
d’images dont certains sont originaux ou bien d’envisager des ame´liorations de me´thodes
de´ja` existantes.
Le proble`me de la de´convolution ainsi pose´ n’est pas spe´cifique a` l’interfe´rome´trie des
tavelures : les solutions que je propose ont un vaste champ d’application dans le domaine
du traitement du signal.
4.1.1 Maximum de vraisemblance
Comme les quantite´s de´tecte´es sont discre´tise´es, les mesures g˜(x), peuvent eˆtre mode´lise´es
par le produit de convolution discret 1 :
g(x) =
∑
x′
f(x′)h(x− x′) =
∑
x′
h(x′)f(x− x′) (4.2)
ou` f(x) est la quantite´ a` recouvrer et h(x) la fonction d’e´talement de point.
Un moyen robuste d’obtenir une estimation de f(x) consiste a` trouver le mode`le g(x) le
plus vraisemblable e´tant donne´ les mesures g˜(x). Cela revient a` trouver les parame`tres de
g(x) — i.e. f(x) et e´ventuellement h(x) — qui maximisent la probabilite´ Pr{g˜|g} d’avoir
effectivement mesure´ g˜(x) e´tant donne´ le mode`le.
Mesures obe´issant a` une loi normale
Lorsque les mesures sont des variables ale´atoires de loi normale, la probabilite´ de mesurer
g˜ est :
Pr{g˜|g} =
∏
x
exp
(
−(g˜(x)− g(x))
2
σ2g˜(x)
)
(4.3)
ou` σ2g˜(x) est la variance de g˜(x). Maximiser Pr{g˜|g} revient a` minimiser −Log(Pr{g˜|g})
soit la quantite´ :
χ2 =
∑
x
(g˜(x)− g(x))2
σ2g˜(x)
, (4.4)
ou` l’on constate que le poids d’une mesure est d’autant plus fort qu’elle est de bonne
qualite´ (i.e. de faible variance) relativement aux autres mesures.
1Dans ce chapitre, les mesures e´tant e´chantillonne´es, la position spatiale x est discre´tise´e. Les produits
de convolution et de corre´lation sont approxime´s par des sommes discre`tes et la transforme´e de Fourier est
approxime´e par la transforme´e de Fourier discre`te. L’emploi de la transforme´e de Fourier discre`te implique
que les fonctions manipule´es ont un certain nombre de proprie´te´s notamment qu’elles sont pe´riodiques.
Au prix de certaines pre´cautions au niveau du traitement, les versions “discre´tise´es” de la transforme´e
de Fourier et des produits de convolution et de corre´lation permettent de mode´liser correctement les
quantite´s mesure´es.
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Souvent g˜(x) est une quantite´ moyenne´e, on peut alors utiliser la variance d’e´chantillon
pour estimer σ2g˜(x). A mon avis, il faut alors e´carter les mesures dont le rapport signal
a` bruit est faible. En effet, l’estimation de la variance de ces mesures est tre`s bruite´e et
donc peu fiable ce qui risque de biaiser la ponde´ration. Afin de tenir compte de fac¸on
simple des lacunes dans les mesures, je re´cris la quantite´ a` minimiser comme la somme
ponde´re´e :
εGauss =
∑
x
a(x)[g(x)− g˜(x)]2, (4.5)
avec :
a(x) =

1
σ2g˜(x)
si g˜(x) est mesure´
0 si g˜(x) n’est pas mesure´
(4.6)
Si toutes les mesures ont la meˆme variance, alors minimiser εGauss revient a` minimiser :
ε0 =
∑
x
[g(x)− g˜(x)]2, (4.7)
ou` l’on retrouve l’approche des moindres carre´s ordinaires.
Bruit de photons
Les moindres carre´s ponde´re´s sont adapte´s pour trouver la solution correspondant au
maximum de vraisemblance si les mesures suivent une loi approximativement normale.
Lorsque la quantite´ mesure´e est directement l’image observe´e et que le bruit de photons
domine les autres sources de bruit, la probabilite´ de mesurer g˜ e´tant donne´ le mode`le g
devient :
Pr{g˜|g} =
∏
x
exp(g˜(x) Log g(x)− g(x))
g˜(x)!
(4.8)
puisque g˜(x) est une variable ale´atoire obe´issant a` une loi de Poisson de parame`tre g(x).
Trouver le mode`le le plus vraisemblable revient a` minimiser −Log(Pr{g˜|g}) ou encore :
εPoisson =
∑
x
[g(x)− g˜(x) Log g(x)] (4.9)
en faisant varier les parame`tres du mode`le g(x) (dans εPoisson, j’ai supprime´ le terme
Log(g˜(x)!) puisqu’il est inde´pendent de g(x)).
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4.1.2 Recherche de la solution
Nous avons vu comment la re´solution du proble`me de la de´convolution en tenant compte
de la nature statistique des mesures se rame`ne a` trouver le mode`le le plus vraisemblable
e´tant donne´ les observations. Les parame`tres du mode`le sont obtenus en minimisant une
quantite´ ε qui peut eˆtre vue comme une fonction d’erreur qui sanctionne l’e´cart du mode`le
aux observations.
A cause du produit de convolution, les de´rive´es de ε par rapport aux parame`tres ne sont
pas des e´quations line´aires. Il faut donc utiliser un algorithme de minimisation ge´ne´ral
pour obtenir la solution. Etant donne´ le nombre de parame`tres a` ajuster, la me´thode
des gradients conjugue´s (Press et al., 1990) est la me´thode nume´rique qui s’impose pour
minimiser ε (Lannes et al., 1987; Lane, 1992). L’emploi de cet algorithme ne´cessite de
calculer le gradient de ε par rapport aux parame`tres f(x).
Pour simplifier, je note d(x) le gradient de ε par rapport a` g(x) :
d(x)
def
=
∂ε
∂g(x)
=

a(x)[g(x)− g˜(x)] (Gauss)
1− g˜(x)
g(x)
(Poisson)
(4.10)
A partir de cette expression, le gradient de ε par rapport aux parame`tres f(x) s’obtient
de la fac¸on suivante :
∂ε
∂f(x)
=
∑
x′
d(x′)
∂g(x′)
∂f(x)
,
d’apre`s (4.2) :
∂g(x′)
∂f(x)
= h(x′ − x), (4.11)
et finalement il vient :
∂ε
∂f(x)
=
∑
x′
d(x′)h(x′ − x), (4.12)
ou` l’on reconnait un produit de corre´lation discret qui peut eˆtre obtenu rapidement par
fft (Fast Fourier Transform) :
∂ε
∂f(x)
=
∑
x′
d(x′)h(x′ − x) TFD−→ D(u)H∗(u) (4.13)
ou` D(u) et H(u) sont respectivement les transforme´es de Fourier discre`tes de d(x) et de
h(x) (cf. annexe J).
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4.1.3 Mode´lisation dans l’espace de Fourier
On peut transposer le proble`me de la de´convolution dans l’espace de Fourier. Cela peut
eˆtre avantageux notamment si les mesures de variances ont e´te´ faites sur les spectres.
Dans ce cas, on cherchera par exemple a` minimiser :
εFourier =
∑
u
b(u)
∣∣∣F (u)H(u)− G˜(u)∣∣∣2 (4.14)
ou` la ponde´ration b(u) est choisie de fac¸on similaire a` a(x) (cf. e´quation (4.6)). Un autre
avantage de cette approche est qu’elle permet de se´lectionner les points de mesure dans
l’espace des fre´quences spatiales. Ainsi, par exemple, comme les variations statistiques
de la turbulence biaisent la mesure de la fonction de transfert aux basses fre´quences, je
mets b(u) a` ze´ro pour |u| ≤ r0/λ ; comme aucune information ne peut eˆtre mesure´e au
dela` de la fre´quence de coupure instrumentale, je mets aussi b(u) a` ze´ro pour |u| > D/λ.
De la meˆme manie`re, dans le cadre de l’interfe´rome´trie a` plusieurs te´lescopes (ou pour
une pupille dilue´e), la mode´lisation dans l’espace de Fourier permet de tenir compte de
la forme de la pupille.
4.1.4 Contraintes supple´mentaires
Pour le moment, j’ai uniquement explique´ comment la qualite´ des mesures pouvait eˆtre
prise en compte dans le processus de de´convolution. Cette approche doit encore eˆtre
renforce´e en y incorporant des contraintes supple´mentaires.
Par exemple, dans le cas ou` f(x) est la distribution d’intensite´ de l’objet, nous savons que
toutes les valeurs de f(x) sont positives. Je vais montrer comment tirer parti du maximum
d’informations a priori sur les parame`tres a` estimer.
Contraintes relache´es
Il est possible d’imposer des contraintes aux parame`tres a` estimer de la meˆme manie`re que
le mode`le est astreint a` repre´senter les mesures : en minimisant une fonction d’erreur qui
sanctionne l’e´cart aux contraintes. Cette approche a d’abord e´te´ propose´e par Lane (1991)
pour re´soudre le proble`me de l’estimation de la phase du spectre de Fourier lorsque seul le
module est connu. De cette fac¸on, il est possible d’appliquer les contraintes de positivite´
et de support en minimisant en meˆme temps que ε la quantite´ :
η =
∑
x
γ(x)f(x)2, (4.15)
ou` γ(x) est la fonction qui caracte´rise les points pour lesquels les contraintes sont viole´es :
γ(x) =
{
1 si f(x) < 0 ou x 6∈ Sf ,
0 sinon.
(4.16)
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ou` Sf est le support de f .
Les contraintes impose´es de cette fac¸on sont dites relache´es puisqu’elles peuvent ne pas
eˆtre exactement ve´rifie´es. Cette approche m’ame`ne a` formuler deux critiques :
1. Lorsque ces contraintes sont parfaitement justifie´es, le fait de les imposer de fac¸on
relache´e fait perdre en robustesse par rapport au fait de les imposer strictement ;
par exemple, une distribution d’intensite´ doit eˆtre partout positive sinon elle n’a
aucun sens physique.
2. Minimiser la quantite´ ε+ η n’a aucune justification statistique.
Afin de renforcer les contraintes sanctionne´es par η, on peut envisager de minimiser
ε+ αη,
en choisissant un poids α suffisamment important pour que l’e´cart aux contraintes (i.e.
positivite´ et e´ventuellement support) soit ne´gligeable dans la solution obtenue. Il reste
que minimiser ε+αη pas plus que ε+η n’a de justification statistique. Comme le choix de
la valeur de α est arbitraire cela laisse un parame`tre libre pour l’obtention de la solution.
Diffe´rentes valeurs de ce parame`tre pouvant conduire a` des solutions diffe´rentes, cette
incertitude est pre´judiciable. Ces proble`mes pourraient eˆtre e´vite´s s’il y avait un moyen
d’imposer la contrainte de positivite´ strictement.
Contraintes strictes
Dans le cas de la de´convolution en aveugle, nous avons de´montre´ le gain sensible que les
contraintes strictes apportent par rapport aux contraintes relache´es (Thie´baut & Conan,
1995). Dans ce meˆme article, nous avons aussi discute´ de la fac¸on d’imposer diverses
contraintes de manie`re stricte dans le cadre tre`s ge´ne´ral de la recherche d’une solution
par la me´thode des gradients conjugue´s.
En particulier, il est possible d’imposer strictement une contrainte ou une proprie´te´ que
doit ve´rifier une fonction par une reparame´trisation ad-hoc du proble`me. Ainsi on ne
cherchera plus a` minimiser ε en jouant sur les valeurs f(x) mais sur des parame`tres pk :
f(x) = T (x, p1, p2, . . . , pK) (4.17)
ou` T est une transformation telle que les contraintes sur f(x) soient toujours ve´rifie´es
quelques soient les valeurs {p1, p2, . . . , pK}. La minimisation de ε par la me´thode des
gradients conjugue´s reste possible tant que l’on sait calculer le gradient par rapport aux
nouveaux parame`tres :
∂ε
∂pk
=
∑
x
∂ε
∂f(x)
∂f(x)
∂pk
. (4.18)
L’e´quation (4.13) donne l’expression de ∂ε/∂f(x), il reste a` calculer ∂f(x)/∂pk suivant la
reparame´trisation choisie.
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Positivite´ et support Il est tre`s facile d’imaginer un changement de parame`tres qui
permet d’imposer la positivite´. Par exemple, comme Biraud (1969) on peut prendre :
f(x) = p(x)2. (4.19)
Pour appliquer une me´thode de minimisation de type gradients conjugue´s, il suffit de
convertir le gradient par rapport a` f(x) en gradient par rapport a` p(x) :
∂ε
∂p(x)
= 2p(x)
∂ε
∂f(x)
. (4.20)
Une ite´ration de la me´thode des gradients conjugue´s consiste a` trouver la nouvelle esti-
mation p(k+1)(x) a` partir des anciens parame`tres p(k)(x) et du gradient conjugue´ ψ(k)(x)
sous la forme
p(k+1)(x) = p(k)(x) + λ(k)ψ(k)(x). (4.21)
Le scalaire λ(k) est obtenu par une minimisation de ε a` un parame`tre. Par suite, et comme
le gradient conjugue´ est une combinaison line´aire des gradients ∂ε/∂p(l)(x), ∀l ≤ k, toute
estimation des parame`tres est une combinaison line´aire de l’estimation de de´part et des
gradients successifs.
Par conse´quent, si les parame`tres sont initialise´s avec certaines valeurs a` ze´ro, par exemple
p
(0)
x0 = 0, alors le gradient par rapport a` ces points particuliers vaut lui aussi ze´ro
(i.e. ∂ε/∂p
(0)
x0 = 0) et il en est de meˆme pour le premier gradient conjugue´. On voit
immme´diatement que cela restera vrai pour toutes les ite´rations (i.e. p
(k)
x0 = 0, ∀k). Cette
particularite´ permet d’imposer une contrainte de support stricte : il suffit de mettre a`
ze´ro les points en dehors du support pour les parame`tres de de´part p(0)(x). Par contre,
il faut faire attention lors de l’initialisation des parame`tres si on ne veut pas imposer
implicitement cette contrainte de support.
Une autre fac¸on d’imposer la contrainte de positivite´ stricte consiste a` re´crire f(x) comme :
f(x) = |p(x)|. (4.22)
Le gradient par rapport aux nouveaux parame`tres s’e´crit :
∂ε
∂p(x)
= sgn(p(x))
∂ε
∂f(x)
, (4.23)
ou` la fonction sgn(x) retourne le signe de son argument :
sgn(x) =

1 si x > 0.
0 si x = 0,
−1 si x < 0,
(4.24)
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Avec une telle de´finition de sgn(x), on rencontre le meˆme proble`me (ou le meˆme avantage)
que pre´ce´demment. Afin de pouvoir choisir une image de de´part avec des ze´ros sans
contraindre implicitement un support, il suffit par exemple de rede´finir sgn(x) comme :
sgn(x) =
{
1 si x ≥ 0,
−1 si x < 0, (4.25)
Autres contraintes En fonction du proble`me a` re´soudre, d’autres contraintes que celles
de positivite´ et de support peuvent eˆtre le´gitimement impose´es. Par exemple, pour la
de´convolution d’une image tavele´e, la fonction d’e´talement de point peut eˆtre mode´lise´e
par des aberrations de phase dans le plan pupille. Dans ce cas, les nouveaux parame`tres
seront la phase dans le plan pupille. Une telle description de la fonction d’e´talement de
point satisfait automatiquement la contrainte de positivite´.
Il est souvent impossible de combiner plusieurs reparame´trisations pour imposer en meˆme
temps plusieurs types de contraintes strictes. Par exemple, je ne connais pas de change-
ment de parame`tres qui permette d’imposer la positivite´ a` la fois de l’image recherche´e
et de son spectre. Ce qui serait utile en interfe´rome´trie des tavelures pour obtenir l’au-
tocorre´lation de la distribution d’intensite´ de l’objet, o(2)(x), a` partir de la moyenne des
autocorre´lations des images courte pose, 〈i(2)(x)〉. En effet, o(2)(x) et O(2)(u) sont toutes
deux des fonctions positives par construction. Dans le chapitre suivant, je montrerai com-
ment j’ai re´solu le proble`me dans ce cas particulier en imposant une “contrainte d’auto-
corre´lation” ce qui revient a` reconstruire directement soit o(x) soit o(−x).
Discussion : contraintes strictes ou relache´es ?
J’ai rencontre´ des cas de figure pour lesquels la contrainte de positivite´ stricte empeˆchait
de trouver la bonne solution tandis que la contrainte de positivite´ relache´e permettait de
l’obtenir. Dans d’autres cas, la solution e´tait obtenue beaucoup plus rapidement avec une
contrainte relache´e qu’avec une contrainte stricte. Pourtant, intuitivement, l’application
d’une contrainte forte devrait aider a` obtenir une bonne solution. A mon avis, ce proble`me
est duˆ au fait que la contrainte de positivite´ stricte ne permet d’ame´liorer la solution qu’en
passant par des solutions interme´diaires toutes positives. Cela peut bloquer l’algorithme
de minimisation qui stagne alors au voisinage d’une solution me´diocre. Peut eˆtre qu’une
me´thode de minimisation diffe´rente des gradients conjugue´s (le recuit simule´ par exemple)
permettrait de re´soudre ce proble`me.
Par contre, je n’ai jamais remarque´ ce proble`me lorsque je recherchais deux fonctions si-
multane´ment (e.g. une image et une fonction de transfert pour la de´convolution en aveugle
par exemple). Dans ce cas, la contrainte de positivite´ stricte apporte syste´matiquement un
gain en robustesse et en vitesse de convergence. Cela peut s’expliquer par la plus grande
latitude qui est alors laisse´e a` l’algorithme pour minimiser l’erreur en jouant sur deux
fonctions. Cette liberte´ est suffisante pour que la contrainte de positivite´ stricte ne bloque
pas le processus de minimisation et joue alors pleinement son roˆle de renforcement.
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Re´gularisation
Le fait d’imposer un maximum de contraintes lors de la de´convolution est en fait un moyen
de re´gulariser ce proble`me (Lannes et al., 1987). En d’autres termes, lorsque le proble`me
est mal conditionne´ (lacunes dans les mesures ou mesures de mauvaise qualite´) il s’agit
de restreindre le nombre de solutions possibles a` un ensemble de solutions “acceptables”.
Ceci permet un controˆle minimum de la fiabilite´ de l’image restaure´e.
Ainsi, la positivite´ permet de forcer le processus de de´convolution a` fournir une solution
qui ne soit pas physiquement inacceptable. On peut aussi voir le fait de minimimiser ε
comme un moyen de forcer une contrainte de convolution. Cette contrainte est impose´e
de fac¸on relache´e puisque le produit de convolution, obtenu a` partir de mesures, est, par
conse´quent, connu au bruit de mesure pre`s.
Si en prenant en compte le maximum de mesures et de contraintes le proble`me reste mal
conditionne´, il faut envisager de re´duire la quantite´ d’information pre´sente dans l’image
restaure´e. Pour cela, il suffit de limiter la re´solution effective de l’image reconstruite, par
exemple en minimisant :
ε′ = ε+ α
∑
u
‖u‖>ueff.
|F (u)|2 (4.26)
ou` ueff. est la fre´quence de coupure effective et α est un parame`tre qui permet d’ajuster
la contrainte. Lannes et al. (1987) fournissent une me´thode pour estimer cette fre´quence
de coupure.
Telles que les ponde´rations sont de´finies, aucune contrainte n’est impose´e sur la re´solution
des fonctions restaure´es. Or on sait a priori que la fonction de transfert est ne´cessairement
nulle au dela` de la fre´quence de coupure instrumentale. Il faut e´viter la sur-re´solution que
cela implique par rapport aux mesures lors de la reconstruction de f(x). Si les donne´es
sont de qualite´ suffisante, on peut se contenter d’ajuster l’e´chantillonnage de telle sorte
que la fre´quence de Nyquist co¨ıncide avec la fre´quence de coupure optique. Sinon, la
de´finition de ε′ (cf. e´quation (4.26)) permet de re´soudre ce proble`me. Une autre solution
consiste a` filtrer f(x) apre`s la reconstruction.
4.1.5 Comparaison avec d’autres approches
Lannes et al. (1987) ont propose´ d’effectuer la de´convolution au sens des moindres carre´s
ponde´re´s ; ils ont choisi une ponde´ration wRSB qui est une fonction affine du rapport signal
a` bruit RSB(u) :
wRSB(u) =

1 si RSB(u) ≥ α′t
RSB(u)− αt
α′t − αt
si αt < RSB(u) < α
′
t
0 si RSB(u) ≤ αt
(4.27)
4.2. Holographie 89
ou` αt ≤ α′t. Contrairement a` leur approche dont la robustesse est tributaire du choix
judicieux des seuils αt et α
′
t, la de´finition des ponde´rations comme l’inverse de la variance
de la mesure a une justification statistique et conduit a` la solution la plus vraisemblable.
Pour illustrer les avantages de la de´convolution pratique´e comme je l’ai de´crit, j’ai ap-
plique´ diffe´rentes me´thodes de de´convolution a` des mesures de spectre de puissance de
DFTau et d’une e´toile de re´fe´rence, HD283654. La figure 4.1 montre les diffe´rents re´sultats
obtenus par ces me´thodes. La me´thode de Wiener donne un moyen d’estimer le filtre opti-
mal a` appliquer pour limiter l’influence du bruit ; l’autocorre´lation reconstruite par cette
me´thode posse`de de nombreuses parties ne´gatives, qui ne sont pas prises en compte par
les contours, et montre de nombreux pics parasites. La me´thode de Lucy-Richardson
(Lucy, 1974; Richardson, 1972) assure la positivite´ de la solution et e´vite les effets de
sur-re´solution ; l’autocorre´lation obtenue par cette me´thode a ne´cessite´ 20000 ite´rations
et reste tre`s empaˆte´e. L’algorithme de reconstruction par minimisation du χ2 converge
beaucoup plus rapidement que la me´thode de Lucy-Richardson mais fournit une solution
avec une composante parasite. Il y a deux causes qui peuvent expliquer l’apparition de
cet artefact : d’abord le niveau de bruit important, ensuite la mauvaise calibration de la
fonction de transfert a` cause des fluctuations de seeing . Pour reme´dier au proble`me de
la calibration, je propose de ne pas tenir compte des mesures aux fre´quences infe´rieures
a` la fre´quence de coupure atmosphe´rique (cf. chapitre 5). La dernie`re autocorre´lation est
obtenue de cette manie`re et ne laisse planer aucun doute quand a` la nature binaire de
DFTau.
4.2 Holographie
La reconstruction d’image a` partir des mesures de l’holographie des tavelures peut eˆtre
conside´re´e comme un cas particulier de la de´convolution. En effet, la me´thode ne fournit
qu’une mesure bruite´e, S˜(u), de la fonction de transfert S(u). D’autre part, a` cause de
la turbulence, la fonction de transfert instantane´e pre´sente souvent des lacunes qu’il faut
combler en utilisant plusieurs couples {˜i(x), s˜(x)} de mesures de la distribution d’intensite´
instantane´e et de la fonction de transfert instantane´e. Le bruit important qui affecte ces
mesures est une autre raison d’utiliser un grand nombre d’observations.
Je vais montrer comment l’approche classique pour reconstruire une image a` partir de
ces observations peut eˆtre renforce´e en appliquant des principes similaires a` ceux que j’ai
mis en œuvre pour la de´convolution. Ainsi, suite a` la critique de la reconstruction au sens
des moindres carre´s classiques, je propose de nouvelles approches pour exploiter au mieux
les donne´es fournies par les me´thodes holographiques en interfe´rome´trie des tavelures.
D’abord, j’obtiens une premie`re ame´lioration en tenant compte de la positivite´ de la
distribution d’intensite´ de l’objet. Ensuite, je reformule le proble`me comme un proble`me
de de´convolution en aveugle relachant ainsi la contrainte que les mesures de la fonction
de tranfert instantane´e doivent eˆtre parfaites.
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Fig. 4.1 – Reconstruction de l’autocorre´lation de DFTau par diffe´rentes me´thodes de
de´convolution. En haut et a` gauche : de´convolution par la me´thode de Wiener. En haut
et a` droite : de´convolution par la me´thode de Lucy-Richardson. J’ai obtenu les deux
re´sultats du bas par la me´thode de maximum de vraisemblance en excluant les basses
fre´quences spatiales pour lesquelles la calibration de la fonction de transfert e´tait affecte´e
par les fluctuations des conditions de turbulence ; a` gauche, j’ai seulement utiliser une
contrainte de positivite´ ; a` droite, j’ai rajoute´ une contrainte de support (les pixels du
bord sont fixe´s a` ze´ro).
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4.2.1 Reconstruction au sens des moindres carre´s
Primot et al. (1988) et Roddier (1988b) ont obtenu la meilleure estimation au sens des
moindres carre´s du spectre de Fourier de l’objet en minimisant la quantite´
εMC = 〈
∑
u
|S˜(u)O(u)− I˜(u)|2〉, (4.28)
par rapport aux parame`tres O(u). Le spectre de l’objet qui minimise εMC est :
OMC(u) =
〈I˜(u)S˜∗(u)〉
〈|S˜(u)|2〉
. (4.29)
Le spectre ainsi calcule´ est mal de´termine´ aux fre´quences pour lesquelles le de´nominateur
〈|S˜(u)|2〉 est proche de ze´ro. Pour cette raison, l’e´quation (4.29) est parfois modifie´e pour
de´finir l’estimation du spectre de Fourier de la distribution d’intensite´ de l’objet comme :
OMC(u) =
〈I˜(u)S˜∗(u)〉
〈|S˜(u)|2〉+ η
. (4.30)
ou` la constante η > 0 peut eˆtre relie´e a` une e´valuation du niveau de bruit des mesures.
Ne´anmoins, l’interpre´tation de la quantite´ a` minimiser, εMC (cf. e´quation (4.30)), me
conduit faire trois remarques :
 la minimisation de εMC fournit une estimation robuste mais ne prend pas en compte
la re´alite´ physique de la distribution d’intensite´ de l’objet (i.e. positivite´) ;
 l’expression de εMC ne se justifie que si les mesures de la fonction de transfert
instantane´e sont totalement fiables ou, au moins beaucoup plus fiables que les autres
mesures ;
 le choix de εMC n’est pas guide´ par la nature statistique des diffe´rents processus de
mesure.
4.2.2 Moindres carre´s contraints
La premie`re, et la plus simple, ame´lioration de l’approche des moindres carre´s ordinaires
consiste a` contraindre la distribution d’intensite´ de l’objet, o(x) a` eˆtre une fonction po-
sitive. Comme je l’ai de´ja` explique´, il suffit pour cela d’effectuer un changement des
parame`tres a` ajuster. Par exemple, je choisis :
o(x) = |p(x)|, (4.31)
ou` p(x) sont les nouveaux parame`tres. La solution qui minimise εMC est celle qui annule
le gradient :
∂εMC
∂p(x)
= dMC(x) sgn{p(x)}, (4.32)
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ou` pour plus de simplicite´, je note dMC(x) le gradient de εMC par rapport a` o(x) :
dMC(x)
def
=
∂εMC
∂o(x)
. (4.33)
A cause de la contrainte de positivite´, il n’y a pas de solution analytique de l’e´quation
∂εMC/∂p(x) = 0 ; les parame`tres doivent donc eˆtre obtenus par une me´thode de mini-
misation ge´ne´rale de type gradients conjugue´s. Cela ne´cessite une expression analytique
du gradient dMC(x) qui s’obtient facilement dans l’espace de Fourier. La transforme´e de
Fourier discre`te (tfd) de dMC(x) est (cf. annexe J) :
dMC(x)
TFD−→ DMC(u) = Npix
[
∂εMC
∂ReO(u)
+ 
∂εMC
∂ImO(u)
]
, (4.34)
ou` Npix est le nombre de points d’e´chantillonnage dans l’espace image. La transforme´e de
Fourier discre`te du gradient est donc :
DMC(u) = 2Npix〈S˜∗(u)[S˜(u)O(u)− I˜(u)]〉. (4.35)
Afin de re´duire le temps de calcul a` chaque ite´ration, il suffit d’inte´grer pre´alablement les
quantite´s moyennes 〈|S˜(u)|2〉, 〈|I˜(u)|2〉 et 〈I˜(u)S˜∗(u)〉. Ainsi εMC devient :
εMC =
∑
u
[
〈|S˜(u)|2〉|O(u)|2 − 2Re
{
〈I˜(u)S˜∗(u)〉O∗(u)
}
+ 〈|I˜(u)|2〉
]
, (4.36)
et la tfd de son gradient par rapport a` o(x) devient :
DMC(u) = 2Npix
[
O(u)〈|S˜(u)|2〉 − 〈I˜(u)S˜∗(u)〉
]
(4.37)
Comme
∑
u
〈|I˜(u)|2〉 est une constante — i.e. sa valeur ne de´pend pas des parame`tres
du mode`le — il est seulement ne´cessaire de calculer 〈I˜(u)S˜∗(u)〉 et |S˜(u)|2. Le gradient
de εMC par rapport aux parame`tres p(x) est obtenu en combinant les e´quations (4.32) et
(4.35).
Suivant la de´finition de la fonction sgn(x), il est possible d’inclure dans cette approche
une contrainte de support stricte (cf. section 4.1).
4.2.3 De´convolution de l’interspectre
L’approche des moindres carre´s contraints est plus robuste que celle des moindres carre´s
ordinaires car elle incorpore la positivite´ de o(x). Ne´anmoins, cette approche ne se justifie
que si les mesures des fonctions d’e´talement de point sont absolument fiables. Comme ces
mesures sont en ge´ne´ral bruite´es, il vaudrait mieux trouver un moyen de reconstruire o(x)
sans faire cette hypothe`se implicite. En relisant attentivement ce qui pre´ce`de, on peut
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observer qu’une estimation jusqu’a` la limite de diffraction de la distribution d’intensite´
de l’objet n’est possible que si la quantite´
G˜(u) = 〈I˜(u)S˜∗(u)〉 (4.38)
pre´serve l’information jusqu’a` la fre´quence de coupure instrumentale. Cette proprie´te´ se
de´montre simplement en calculant l’espe´rance de G˜(u) :
G(u)
def
= E{G˜(u)}
= 〈E{I˜(u)}E{S˜∗(u)}〉
= 〈S(u)E{S˜∗(u)}〉O(u)
= H(u)O(u) (4.39)
avec :
H(u) = 〈|S(u)|2〉. (4.40)
Pour ce calcul, j’ai suppose´ que les re´alisations I˜(u) et S˜(u) sont des variables
inde´pendentes et que les mesures des fonctions de transfert ne sont pas biaise´es. H(u) =
〈|S(u)|2〉 est la fonction de transfert de l’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle dont
nous savons qu’elle est diffe´rente de ze´ro jusqu’a` la fre´quence de coupure instrumentale.
Par conse´quent, l’inte´gration de G˜(u) pre´serve bien les informations a` haute re´solution.
Du point de vue des approches pre´ce´dentes, H(u) est mesure´e par 〈|S˜(u)|2〉. A moins que
ces mesures soient parfaitement exemptes de bruit, l’espe´rance de 〈|S˜(u)|2〉 vaut :
E{〈|S˜(u)|2〉} = H(u) + σ2
|eS(u)|
(4.41)
Cette e´quation met en e´vidence un biais sous-jacent a` la de´finition de εMC. Principalement,
ce biais re´sulte en un filtrage excessif des hautes fre´quences spatiales dans la reconstruction
du spectre de Fourier de l’objet. Lorsque les mesures des fonctions d’e´talement de point
sont fournies directement par les images d’une source de re´fe´rence non re´solue, il est facile
de corriger ce biais tant que le bruit de photons domine (cf. section 3.2). Par contre, dans
le cas de la de´convolution par analyse de surface d’onde, il est tre`s difficile d’obtenir une
estimation ou une mode´lisation correcte de ce biais.
Pour e´viter les effets de ce biais dans l’estimation de la distribution d’intensite´ de l’objet,
je propose de reconstruire simultane´ment h(x) et o(x) en minimisant :
εholo =
∑
u
|H(u)O(u)− 〈I˜(u)S˜∗(u)〉|2 ; (4.42)
et en appliquant les contraintes :{
o(x) > 0,
h(x) > 0.
(4.43)
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car la fonction d’e´talement de point h(x) e´tant un produit de corre´lation moyen de fonc-
tions positives, c’est une fonction positive. De plus, si les mesures S˜(u) ne sont pas biaise´es
— i.e. si E{S˜(u)} = S(u) — alors on peut raisonnablement appliquer les contraintes
supple´mentaires pour la fonction h(x) :
{
h(−x) = h(x) ⇐⇒ H(u) ∈ IR,
H(u) > 0.
(4.44)
Cette dernie`re approche est e´quivalente a` celle de la de´convolution en aveugle. Le cas
e´che´ant, la me´thode des moindres carre´s contraints et 〈|S˜(u)|2〉 peuvent fournir une esti-
mation de de´part pour o(x) et H(u) respectivement.
Un autre avantage de la reconstruction par la de´convolution en aveugle est qu’elle permet
de tole´rer un biais dans les mesures des fonctions de transfert instantane´es. Dans ce cas,
la fre´quence de coupure effective sera, au mieux, celle de 〈S(u)S˜∗(u)〉 c’est-a`-dire D/λ.
4.3 De´convolution en aveugle
Le proble`me de la de´convolution en aveugle consiste a` de´convoluer un produit de convolu-
tion lorsque aucune des deux composantes du produit n’est connue ou mesure´e (Stockham
et al., 1975). Lane & Bates (1987) ont de´montre´ que ce proble`me admettait une solution
dans le cas multidimentionnel (i.e. au moins en dimension deux). Le premier algorithme
capable de re´soudre le proble`me pour des donne´es re´elles (i.e. bruite´es) a e´te´ propose´
par Ayers & Dainty (1988) ; cet algorithme est de type Gerchberg-Saxton (Gerchberg &
Saxton, 1972). D’autres algorithmes base´s sur la recherche ite´rative du maximum de vrai-
semblance pour un bruit poissonien ont e´te´ e´labore´ par Holmes (1992) et Schulz (1993) ; ces
algorithmes sont de type Lucy-Richardson (Lucy, 1974; Richardson, 1972). Une me´thode
de re´solution par les moindres carre´s a e´te´ propose´e par Lane (1992) en minimisant une
fonction d’erreur qui rend compte des e´carts au produit de convolution et a` la positivite´.
Nous avons ame´liore´ ce type d’approche en imposant des contraintes strictes (Thie´baut
& Conan, 1995). Encore une fois, la re´solution du proble`me par la minimisation d’une
fonction d’erreur pre´sente l’inte´reˆt d’eˆtre tre`s ge´ne´rale et de permettre de tenir compte de
la statistique particulie`re des processus de mesure. Ce n’est pas le cas dans les approches
de type Lucy-Richardson 2 lorsque les mesures ne suivent pas une loi de Poisson.
Les parame`tres a` estimer ne sont plus seulement f(x) mais aussi la fonction d’e´talement
de point h(x). Comme f(x) et h(x) jouent un roˆle syme´trique, il est imme´diat d’obtenir
2appele´es a` tort par maximum de vraisemblance par opposition aux me´thodes dites par moindres
carre´s.
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les expressions des gradients a` partir de l’e´quation (4.13) :
∂ε
∂f(x)
=
∑
x′
d(x′)h(x′ − x) TFD−→ D(u)H∗(u), (4.45)
∂ε
∂h(x)
=
∑
x′
d(x′)f(x′ − x) TFD−→ D(u)F ∗(u), (4.46)
ou` d(x)
def
= ∂ε/∂g(x) est le gradient de l’erreur par rapport a` la mode´lisation du produit
de convolution observe´. A cause de cette syme´trie, les paires de fonctions {f(x), h(x)}
et {h(x), f(x)} sont des solutions de meˆme qualite´ pour le proble`me de la de´convolution
en aveugle. Afin de de´partager ces solutions, on peut par exemple utiliser des contraintes
diffe´rentes sur f(x) et sur h(x). D’autres types de de´ge´ne´rescences existent pour re´soudre
le proble`me de la de´convolution en aveugle. Les articles pre´ce´demment cite´s discutent en
de´tail de ces incertitudes et, e´ventuellement, du moyen de les lever.
Contrairement a` ce que l’on pourrait croire, la de´convolution en aveugle s’ave`re un proce´de´
extreˆmement robuste. Par exemple, nous avons pu restaurer de cette manie`re une image
avec une dynamique de 1.5 magnitude a` partir d’une seule image tavele´e contenant ∼ 104
photons, pour un rapport D/r0 = 10 (Thie´baut & Conan, 1995). Pour des cas moins
extreˆmes, la de´convolution en aveugle est un outil qui trouve son inte´reˆt pour traiter
des images partiellement corrige´es par l’optique adaptative ou encore les observations du
HST (Hubble Space Telescope) avant sa re´paration.
4.4 Conclusion
J’ai de´crit comment re´soudre de fac¸on consistante avec la qualite´ des mesures le proble`me
de la de´convolution et j’ai de´montre´ le gain qu’il y a a` tenir compte du maximum d’in-
formations (e.g. mesures, connaissances a priori , ...). J’ai montre´ comment ces principes
de base peuvent eˆtre applique´s a` des proble`mes apparente´s a` la de´convolution. Ainsi, la
de´convolution et la de´convolution en aveugle apparaissent comme des cas extreˆmes pour
lesquels la fonction d’e´talement de point est soit parfaitement connue soit comple`tement
inconnue, a` part peut eˆtre ses proprie´te´s. De fac¸on plus ge´ne´rale, lorsque la fonction
d’e´talement de point n’est pas parfaitement de´termine´e, il est tre`s simple de modifier la
me´thode de de´convolution que je pre´conise pour tenir compte de cette information impar-
faite. En effet, il suffit de choisir les deux composantes du produit de convolution comme
parame`tres du proble`me et d’ajouter a` la fonction d’erreur une quantite´ mesurant les
e´carts des parame`tres de la fonction d’e´talement de point aux mesures correspondantes.
De cette manie`re, j’ai propose´ d’ame´liorer la restauration d’image pour les me´thodes
holographiques.
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Chapitre 5
Exploitation des mesures de
l’interfe´rome´trie des tavelures
Dans ce chapitre, en appliquant les principes de´veloppe´s pour la de´convolution, je vais
montrer comment j’exploite les mesures fournies par l’interfe´rome´trie des tavelures.
Je vais d’abord expliquer comment j’obtiens le module du spectre de Fourier de l’objet de
fac¸on robuste malgre´ les variations des caracte´ristiques de la turbulence entre les obser-
vations de l’objet et de sa re´fe´rence. En modifiant la description du mode`le a` ajuster, je
montrerai qu’il est tre`s simple de reconstruire directement une image de l’objet a` partir
des seules mesures de densite´ spectrale.
Dans le cadre de la me´thode de Knox-Thompson ou de l’analyse bispectrale cette fois,
je propose une me´thode a` la fois ite´rative et re´cursive de restauration de la phase du
spectre de Fourier de l’objet. De meˆme que les seules mesures de module permettent la
reconstruction d’une image, je de´cris deux approches pour restaurer une image de l’objet
a` partir des seules mesures de phase.
Enfin, comme les seules mesures de module ou les seules mesures de phase ne permettent
pas la restauration de la distribution d’intensite´ de l’objet sans ambigu¨ıte´, je propose
d’utiliser les deux types de mesures simultane´ment.
La plupart des algorithmes que je propose sont aise´ment modifiables pour permettre une
reconstruction meˆme lorsqu’aucune mesure de la fonction de transfert n’est disponible.
5.1 Mesures du module
Les mesures de 〈|I(u)|2〉 et de la fonction de transfert 〈|S(u)|2〉 permettent d’estimer le
spectre de puissance |O(u)|2 de l’objet (Labeyrie, 1970). La de´convolution peut e´videm-
ment eˆtre effectue´e de fac¸on robuste comme je l’ai explique´ dans le chapitre pre´ce´dent. Je
vais de´velopper une approche qui permet de re´soudre le proble`me de la calibration de la
fonction de transfert lorsque les conditions de turbulence e´voluent entre les observations
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de l’objet et de sa re´fe´rence.
5.1.1 Estimation du spectre de puissance
J’ai de´ja` insiste´ sur le fait que les fluctuations des conditions de turbulence affectent la
forme de la fonction de transfert d’une fac¸on qui est ne´faste seulement pour les basses
fre´quences spatiales (i.e. ‖u‖ ≤ r0/λ). Aussi, je pre´conise d’effectuer la de´convolution par
moindre χ2 en minimisant une quantite´ εmodule e´value´e dans l’espace de Fourier sur les
hautes fre´quences spatiales :
εmodule =
∑
u
w(u)[F (u)H˜(u)− G˜(u)]2, (5.1)
ou` :
F (u) mode´lise |O(u)|2
G˜(u) mesure 〈|I(u)|2〉
H˜(u) mesure 〈|S(u)|2〉,
et la ponde´ration est choisie comme :
w(u) =

0 si ‖u‖ ≤ r0
λ
ou si ‖u‖ > D
λ
1
σ2
eG(u)
sinon
(5.2)
Si aucune estimation de la variance σ2
eG(u)
n’est disponible, l’approche des moindres carre´s
reste possible en prenant :
w(u) =

0 si ‖u‖ ≤ r0
λ
ou si ‖u‖ > D
λ
1 sinon
(5.3)
Comme dans le cas de la de´convolution et pour renforcer le processus, on tiendra compte
du fait que l’autocorre´lation de la distribution d’intensite´ de l’objet est ne´cessairement
positive en reparame´trisant le proble`me. Par exemple :
f(x) = |p(x)|
ou` p(x) sont les nouveaux parame`tres et f(x) est le mode`le de l’autocorre´lation o(2)(x) de
la distribution d’intensite´ de l’objet.
Comme w(u) = 0 pour u = (0, 0), il n’y a aucune contrainte sur l’e´nergie de f(x) (i.e.∑
x
f(x) est un parame`tre libre). Ainsi, un niveau de fond arbitrairement e´leve´ pourra
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apparaˆıtre dans f(x). Cet effet est clairement inde´sirable. De plus, il est la source d’un
autre proble`me. En effet, au lieu de se faire autour de la valeur ze´ro, les fluctuations
d’intensite´ de f(x) pour les points en dehors du support de o(2)(x) se feront autour de la
valeur de ce fond. Cela re´duit fortement l’inte´reˆt d’imposer la positivite´ de f(x). Cette
de´ge´ne´rescence doit donc absolument eˆtre supprime´e.
Pour e´viter l’apparition d’un fond dans f(x), j’impose simplement une contrainte de
support sur f(x). Cette contrainte peut eˆtre applique´e facilement en mettant a` ze´ro les
points de la premie`re estimation de f(x) en dehors du support et en utilisant une de´finition
de sgn(x) telle que sgn(0) = 0.
5.1.2 Prise en compte du bruit de calibration
Pour tenir compte du bruit de mesure sur la fonction de transfert, on peut re´crire la
quantite´ a` minimiser comme :
εmodule =
∑
u
w(u)[F (u)H(u)− G˜(u)]2 +
∑
u
w′(u)[H(u)− H˜(u)]2, (5.4)
et chercher la solution en faisant varier les parame`tres p(x) et p′(x) tels que
f(x) = |p(x)|,
h(x) = |p′(x)|.
Il est inte´ressant de noter que, dans ce cas ou` a` la fois f(x) et h(x) sont recherche´s, le
choix de supprimer la contrainte de mesure sur les basses fre´quences peut se faire soit
pour G˜(u) soit pour H˜(u). Afin de pre´server une contrainte sur les e´nergies de f(x) et de
h(x), il me parait logique de de´finir les ponde´rations comme :
w(u) =

0 si ‖u‖ > D
λ
1
σ2
eG(u)
sinon
(5.5)
w′(u) =

0 si ‖u‖ ≤ r0
λ
ou si ‖u‖ > D
λ
1
σ2
eH(u)
sinon
(5.6)
Ainsi aucune contrainte de support n’est ne´cessaire.
Si aucune mesure de la fonction de transfert n’est utilisable, une approche de type
de´convolution en aveugle peut eˆtre obtenue a` partir des meˆmes e´quations en prenant
simplement w′(u) ≡ 0.
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J’impose une contrainte de syme´trie implicite pour f(x) et h(x) en ne conservant
que les parties re´elles de leurs spectres respectifs, F (u) et H(u). Cette contrainte est
le´gitime puisque f(x) mode´lise une autocorre´lation et h(x) mode´lise une moyenne d’au-
tocorre´lations. Afin de pre´server cette contrainte (qui revient a` avoir deux fois moins de
degre´s de liberte´), il faut initialiser l’algorithme avec des fonctions paires.
Comme H(u) mode´lise 〈|S(u)|2〉 elle doit force´ment eˆtre une fonction positive dont le sup-
port est limite´ par la fre´quence de coupure instrumentale. Afin d’imposer ces contraintes
de positivite´ et de support sur H(u), on peut reparame´triser H(u) au lieu de h(x). On
perd alors la possibilite´ de contraindre de fac¸on stricte h(x) a` eˆtre positive. Quelle que soit
l’alternative choisie, il est toujours possible de forcer de manie`re relache´e les contraintes
qui ne sont pas prises en compte par le changement de parame`tres.
5.1.3 Re´duction du nombre de parame`tres
Lorsque la fonction de transfert est mesure´e, la minimisation de εmodule de´fini par
l’e´quation (5.4) impose d’ajuster les parame`tres pour f(x) et pour h(x) qui mode´lisent
respectivement o(2)(x) et 〈s(2)(x)〉. Comme seule l’estimation de o(2)(x) nous inte´resse et
pour diminuer le nombre de parame`tres libres j’ai envisage´ deux approches diffe´rentes qui
permettent de se limiter aux parame`tres f(x).
D’abord, j’ai remplace´ H(u) dans (5.4) par une expression telle que
∂εmodule
∂H(u)
= 0
soit :
H(u) =
w′(u)H˜(u) + w(u)G˜(u)F (u)
w′(u) + w(u)F 2(u)
. (5.7)
Dans ce cas, l’expression de εmodule peut se mettre sous la forme :
εmodule =
∑
u
w(u)
(
F (u)H˜(u)− G˜(u)
1 + w(u)
w′(u)
F 2(u)
)2
. (5.8)
Cette approche revient a` n’appliquer a` h(x) que la contrainte sanctionne´e par εmodule, en
particulier h(x) n’est pas contraint a` eˆtre positif. De cette fac¸on, seuls les parame`tres qui
de´finissent f(x) sont ajuste´s. Malheureusement, j’ai remarque´ que cette me´thode ge´ne`re
des “fantoˆmes” importants lorsque la contrainte sur les basses fre´quences spatiales est
supprime´e. Pour le moment, je n’ai pas trouve´ de moyen de stabiliser l’algorithme.
Etant donne´e l’instabilite´ de l’algorithme pre´ce´dent, et toujours pour re´duire le nombre
de parame`tres, j’ai essaye´ d’exprimer εmodule comme le χ
2 de la mesure
F˜ (u)
def
=
G˜(u)
H˜(u)
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de F (u) en e´vitant les divisions. Dans ce cas, l’expression de εmodule devient :
εmodule =
∑
u
(
F (u)− F˜ (u)
σ eF (u)
)2
. (5.9)
Comme G˜(u) et H˜(u) sont des moyennes de variables ale´atoires inde´pendantes, la variance
de leur quotient peut eˆtre approxime´e par (cf. annexe I) :
σ2eF (u) ≃
(
G˜(u)
H˜(u)
)2( σ2
eG(u)
G˜(u)2
+
σ2
eH(u)
H˜(u)2
)
. (5.10)
Finalement, il est possible de re´crire εmodule comme :
εmodule =
∑
u
w′′(u)[F (u)H˜(u)− G˜(u)]2, (5.11)
ou` la nouvelle ponde´ration w′′(u) tient compte du bruit de mesure a` la fois sur G˜(u) et
sur H˜(u) et a pour expression :
w′′(u) =
H˜(u)2
G˜(u)2σ2
eH(u)
+ H˜(u)2σ2
eG(u)
. (5.12)
A la limite, lorsque le rapport signal a` bruit pour la re´fe´rence est tre`s supe´rieur a` celui
des mesures sur l’objet, on retrouve bien l’expression (5.1) pour εmodule. A l’usage, cette
approche est beaucoup plus satisfaisante que la me´thode pre´ce´dente.
5.1.4 Discussion : faut-il ponde´rer ?
La re´solution du proble`me par l’approche des moindres carre´s ponde´re´s a une justification
statistique et permet d’obtenir la solution la plus vraisemblable. Mais de cette fac¸on, la
variance de la mesure de 〈|I(u)|2〉 e´tant d’autant plus forte que |O(u)|2 est faible, le poids
de cette mesure est d’autant plus faible que le spectre de puissance de l’objet est faible.
Pourtant le fait que le spectre de puissance de l’objet observe´ soit, a` la limite, nul pour
certaines fre´quences spatiales peut constituer une contrainte tre`s forte. A cause de cela, on
peut reconside´rer les avantages de la recherche du maximum de vraisemblance et choisir
plutoˆt une approche par les moindres carre´s classiques.
5.2 Reconstruction d’image a` partir des seules mesures
de module
Depuis les travaux de Fienup (voir par exemple Fienup, 1982) on sait qu’il est possible
de de´terminer la phase du spectre de Fourier de la distribution d’intensite´ d’un objet a`
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partir de son module de Fourier et de contraintes telles que la positivite´ et/ou le support.
Ce genre de me´thode laisse toutefois une incertitude quant a` l’orientation et la position
exacte de l’objet restaure´ : o(x) aussi bien que o(−x) peuvent eˆtre reconstruits a` une
translation pre`s. En astronomie, par exemple, Perez-Ilzarbe & Nieto-Vesperinas (1991)
ont applique´ ce type d’algorithme de restauration de phase a` des observations d’e´toiles
doubles en interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle.
Je vais montrer qu’en modifiant simplement le mode`le des quantite´s a` estimer dans l’ap-
proche de la section pre´ce´dente, il est possible de restaurer directement une image au lieu
du spectre de puissance (ou de l’autocorre´lation) de l’objet.
Dans le cas de l’interfe´rome´trie des tavelures traditionnelle, la quantite´ mesure´e est l’au-
tocorre´lation moyenne des images courte pose qui peut eˆtre mode´lise´e par :
g(x) =
∑
x′
f (2)(x′)h(x− x′) (5.13)
ou` f (2) est l’autocorre´lation discre`te de la distribution d’intensite´ de l’objet observe´ :
f (2)(x) =
∑
x′
f(x′)f(x+ x′). (5.14)
La transforme´e de Fourier discre`te (tfd) de f (2) est :∑
x′
f(x′)f(x′ + x)
TFD−→ F (2)(u) = |F (u)|2, (5.15)
celle du mode`le est :
g(x)
TFD−→ G(u) = H(u)|F (u)|2, (5.16)
ou` H(u) est la tfd de h(x) qui est l’autocorre´lation moyenne de la fonction d’e´talement
de point.
En utilisant ce mode`le, je re´cris la quantite´ a` minimiser comme :
εmodule =
∑
u
w(u)
[
|F (u)|2H(u)− G˜(u)
]2
+
∑
u
w′(u)
[
H(u)− H˜(u)
]2
, (5.17)
ou` cette fois-ci :
F (u) mode´lise O(u)
G˜(u) mesure 〈|I(u)|2〉
H˜(u) mesure 〈|S(u)|2〉,
et les ponde´rations w(u) et w′(u) sont de´finies comme dans le chapitre pre´ce´dent.
Afin de minimiser εmodule, je fais appel a` la me´thode des gradients conjugue´s. J’ai e´tabli
(cf. annexe J) l’expression de la transforme´e de Fourier discre`te du gradient d’une quantite´
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re´elle par rapport a` des parame`tres re´els. Cela permet d’e´crire les relations suivantes pour
les gradients :
∂εmodule
∂f(y)
TFD−→ 4Npixw(u)H(u)F (u)
[
|F (u)|2H(u)− G˜(u)
]
, (5.18)
∂εmodule
∂h(y)
TFD−→ 2Npixw(u)|F (u)|2
[
|F (u)|2H(u)− G˜(u)
]
+2Npixw
′(u)
[
H(u)− H˜(u)
]
(5.19)
ou` Npix est le nombre total d’e´le´ments d’e´chantillonnage. Si une reparame´trisation est
utilise´e pour tenir compte de contraintes strictes, il faut propager les expressions des
gradients qui pre´ce`dent.
Il est possible de modifier simplement ce qui pre´ce`de pour tenir compte des deux cas
extreˆmes pour lesquels la fonction de transfert est soit parfaitement de´termine´e soit
comple`tement inconnue. Dans le premier cas, il suffit de remplacer, dans les e´quations,
H(u) par la fonction de transfert mesure´e H˜(u) et de ne faire varier que le mode`le f(x)
de la distibution d’intensite´. Dans le second cas, il suffit de prendre w′(u) = 0, ∀ u. Dans
les cas interme´diaires, on peut limiter le nombre de parame`tres a` ajuster en remplac¸ant
H(u) par H˜(u) et w(u) par w′′(u) (cf. e´quation (5.12)).
J’ai teste´ la possibilite´ de reconstruire (a` une rotation de 180 deg pre`s) une image a` partir
de la seule mesure du spectre de puissance et sans utiliser d’e´toile de re´fe´rence. La figure 5.1
montre les re´sultats que j’ai obtenus a` partir de donne´es simule´es en mode comptage de
photons (100 photons par image en moyenne) et en mode analogique. Les contraintes
impose´es e´taient la positivite´ stricte pour l’image de l’objet et la fonction de transfert
ajuste´e et la syme´trie radiale pour cette dernie`re. Il se trouve, par hasard, que les deux
images reconstruites e´taient retourne´es. Ces re´sultats de´montrent que la reconstruction
d’image a` partir des seules mesures de spectre de puissance et sans calibration de la
fonction de transfert atmosphe´rique est possible dans les conditions de mes simulations.
Cet algorithme de reconstruction d’image est original et il reste a` qualifier ses performances
ultimes en terme de sensibilite´, de robustesse et de capacite´ a` restaurer l’image d’un objet
re´solu (i.e. qui ne soit pas constitue´ de composantes non re´solues).
5.3 Mesures de phase et calibration
Les me´thodes de Knox-Thompson et du bispectre fournissent des mesures permettant
de reconstruire la phase du spectre de Fourier de l’objet. Bien entendu, il est possible
de reconstruire le spectre de l’objet a` partir de sa transforme´e de Knox-Thompson ou
a` partir de son bispectre. Pour cela, il est ne´cessaire de calibrer la fonction de transfert
correspondante : 〈S(KT)(u,v)〉 ou 〈S(3)(u,v)〉. Malheureusement, ces fonctions de transfert
de´pendent fortement de l’e´tat de la turbulence et, comme pour le spectre de puissance,
il est tre`s difficile de les calibrer correctement. De plus, contrairement au spectre de
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Fig. 5.1 – Reconstruction d’image a` partir du spectre de puissance et sans e´toile de
re´fe´rence. Objet original (en haut, a` gauche) et l’image obtenue (en bas, a` gauche) a`
partir du spectre de puissance pour 50 000 images en comptage, 100 photons par image
en moyenne et D/r0 = 10. Objet original (en haut, a` droite) et l’image obtenue (en
bas, a` droite) a` partir du spectre de puissance pour 1 000 images en mode analogique
pour D/r0 = 20. Les objets originaux (en haut) sont une e´toile quadruple (diffe´rence de
magnitude 1, 2 et 3 par rapport a` la composante la plus brillante). Les images reconstruites
(en bas) ont e´te´ tourne´es pour faciliter la comparaison. Toutes ces images ont e´te´ filtre´es
par la fonction de transfert du te´lescope.
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puissance pour lequel le proble`me des erreurs de calibration de la fonction de transfert
est circonscrit aux basses fre´quences, les fluctuations du parame`tre de Fried affectent la
valeur effective de 〈S(KT)(u,v)〉 et de 〈S(3)(u,v)〉 d’une manie`re beaucoup plus inextri-
cable. Il reste que si les estimateurs 〈I (KT)(u,v)〉 et 〈I (3)(u,v)〉 sont inte´gre´s pendant un
temps suffisamment long, la turbulence ne joue que sur le module des fonctions de trans-
fert correspondantes, leurs phases e´tant dues aux e´ventuelles aberrations permanentes de
l’instrument. Ainsi, la calibration par une source de re´fe´rence non re´solue des fonctions de
transfert pour la me´thode de Knox-Thompson et du bispectre permet au moins d’obtenir
des mesures des phases :
ϕ(KT)(u,v) = arg{O(KT)(u,v)} (5.20)
pour la me´thode de Knox-Thompson ou
ϕ(3)(u,v) = arg{O(3)(u,v)} (5.21)
pour le bispectre.
A partir de ces mesures, il est possible de reconstruire la phase ϕ(u) du spectre de Fourier
de l’objet. Comme je l’ai de´ja` explique´, pour ame´liorer la fiabilite´ de la reconstruction, il
faut tenir compte de la qualite´ de ces mesures.
Les estimateurs de´biaise´s K˜(u,v) et B˜(u,v) de 〈I (KT)(u,v)〉 et 〈I (3)(u,v)〉 ont des valeurs
complexes que l’on inte`gre sur les donne´es. En meˆme temps que les parties re´elle et
imaginaire de ces quantite´s, j’inte`gre leurs variances et leur covariance, afin de pouvoir en
de´duire une estimation de la variance de leur phase. Ainsi, si, pour plus de clarte´, je note
(pour la me´thode de Knox-Thompson par exemple)
Sx = 〈Re{I (KT)(u,v)}〉, (5.22)
Sy = 〈Im{I (KT)(u,v)}〉, (5.23)
Sx2 = 〈Re{I (KT)(u,v)}Re{I (KT)(u,v)}〉, (5.24)
Sxy = 〈Re{I (KT)(u,v)} Im{I (KT)(u,v)}〉, (5.25)
Sy2 = 〈Im{I (KT)(u,v)} Im{I (KT)(u,v)}〉, (5.26)
alors la variance de la phase de 〈I (KT)(u,v)〉 peut eˆtre approxime´e par (cf. (I.11) en annexe)
σ2arg{〈I(KT)(u,v)〉} ≃
M − 1
M
Sx2S
2
y − 2SxySxSy + Sy2S2x[
S2x + S
2
y
]2 (5.27)
ou` M est le nombre d’images courte pose.
Afin de tenir compte des aberrations de phase permanentes, il est pre´fe´rable d’effectuer
une calibration pour obtenir arg{O(3)(u,v)} a` partir des mesures du bispectre ou de la
me´thode de Knox-Thompson. Dans le cas ou` j’applique une calibration de la phase des
fonctions de transfert, je tiens aussi compte du bruit de mesure pour la re´fe´rence :
ϕ(KT)(u,v) = arg{〈I (KT)(u,v)〉} − arg{〈S(KT)(u,v)〉}, (5.28)
σ2ϕ(KT)(u,v) = σ
2
arg{〈I(KT)(u,v)〉} + σ
2
arg{〈S(KT)(u,v)〉} (5.29)
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pour la me´thode de Knox-Thompson et :
ϕ(3)(u,v) = arg{〈I (3)(u,v)〉} − arg{〈S(3)(u,v)〉}, (5.30)
σ2ϕ(3)(u,v) = σ
2
arg{〈I(3)(u,v)〉} + σ
2
arg{〈S(3)(u,v)〉} (5.31)
pour le bispectre.
5.4 Reconstruction de la phase
Depuis l’apparition de la me´thode de Knox-Thompson et des techniques d’analyse bispec-
trale, les algorithmes permettant d’en extraire la phase du spectre de Fourier de l’objet
ont conside´rablement e´volue´. Cela est en partie duˆ a` l’augmentation de la puissance de
calcul des ordinateurs qui autorise la manipulation d’un plus grand nombre de parame`tres
simultane´ment.
5.4.1 Reconstruction de proche en proche
Le bispectre et la me´thode de Knox-Thompson se preˆtent bien a` une inversion de proche
en proche : elles fournissent une estimation du spectre a` la fre´quence u + v si le spectre
a` reconstruire est connu a` la fre´quence u pour la me´thode de Knox-Thompson ou aux
fre´quences u et v pour le bispectre. Par ite´rations successives, il est ainsi possible de
reconstruire tout le spectre de l’objet. Cela donne pour la phase du spectre de l’objet
l’expression re´currente suivante :
ϕ(u+ v) =

ϕ(u)− ϕ(KT)(u,v) pour Knox-Thompson,
ϕ(u) + ϕ(v)− ϕ(3)(u,v) pour le bispectre.
(5.32)
Cette approche n’exploite pas la redondance de l’information contenue dans les mesures de
〈I (KT)(u,v)〉 ou 〈I (3)(u,v)〉 sur la phase du spectre de Fourier de l’objet. Du point de vue
de la qualite´ de la reconstruction, il est avantageux de tenir compte de cette redondance en
moyennant les estimations de la phase obtenues par des chemins d’inte´gration diffe´rents.
Malheureusement, la reconstruction se heurte alors au proble`me de la dislocation de phase.
En effet, la relation liant les phases ϕ(KT)(u,v) ou ϕ(3)(u,v) a` celle du spectre de Fourier
de l’objet n’est vraie que modulo 2π. Par conse´quent, les phases estime´es par des chemins
de reconstruction diffe´rents peuvent diffe´rer d’un nombre entier de fois 2π. Cela n’a alors
plus aucun sens de moyenner les diffe´rentes estimations d’une meˆme phase.
Fontanella & Seve (1987) ont propose´ un moyen simple de corriger cette dislocation de
phase entre deux estimations ϕ1(u) et ϕ2(u). Pour cela ils moyennent ϕ1(u) + 2kπ et
ϕ2(u) au lieu de ϕ1(u) et ϕ2(u) ; l’entier relatif k e´tant choisi de telle sorte que
|ϕ1(u) + 2kπ − ϕ2(u)| < π.
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Ils ont utilise´ cette technique pour reconstruire la phase a` partir de la me´thode de Knox-
Thompson, mais leur approche est aussi applicable au bispectre.
Lohmann, Weigel & Wirnitzer se sont affranchis analytiquement de la dislocation de phase
en re´crivant la relation (5.32) pour les phaseurs (i.e. les exponentielles complexes de la
phase) :
eϕ(u+v) = eϕ(u)eϕ(v)e−ϕ
(3)(u,v). (5.33)
Il est imme´diat d’obtenir une formulation e´quivalente pour la me´thode de Knox-
Thompson.
Afin d’ame´liorer la qualite´ de la reconstruction en tenant compte du bruit des mesures,
Freeman et al. (1988) ont montre´ l’avantage d’utiliser la somme ponde´re´e
ϕ(u) =
∑
u
′,v′
u
′+v′=u
ϕ(u′) + ϕ(v′)− ϕ(3)(u′,v′)
σ2
ϕ(3)(u′,v′)∑
u
′,v′
u
′+v′=u
1
σ2
ϕ(3)(u′,v′)
(5.34)
σ2
ϕ(3)(u,v)
e´tant la variance de la phase ϕ(3)(u,v) du bispectre. Ici encore, il est facile de
transposer cette approche dans le cadre de la me´thode de Knox-Thompson. Par contre
une telle reconstruction ne re´soud pas le proble`me de la dislocation de phase.
Le principal inconve´nient des me´thodes de reconstruction de proche en proche est que
les erreurs d’estimation de la phase s’ajoutent et se propagent au fur et a` mesure de la
reconstruction. Meˆme lorsque plusieurs chemins de reconstruction sont combine´s, le bruit
qui affecte la phase reconstruite augmente rapidement avec la fre´quence spatiale. Le bis-
pectre et la me´thode de Knox-Thompson fournissant chacun une information redondante
sur le spectre de Fourier de l’objet, une inversion globale de la phase de I (KT)(u,v) ou de
I (3)(u,v) devrait permettre une reconstruction beaucoup plus robuste.
5.4.2 Reconstruction globale de la phase
Lorsque la phase du bispectre est une variable ale´atoire de loi normale, trouver la phase
du spectre de Fourier de l’objet ϕ(u) qui minimise
χ2 =

∑
u,v
[
ϕ(u)−ϕ(u+v)−ϕ(KT)(u,v)
σ
ϕ(KT)(u,v)
]2
pour Knox-Thompson,
∑
u,v
[
ϕ(u)+ϕ(v)−ϕ(u+v)−ϕ(3)(u,v)
σ
ϕ(3)(u,v)
]2
pour le bispectre,
(5.35)
revient a` maximiser la probabilite´ d’avoir observe´ la phase mesure´e, ϕ(KT)(u,v) ou
ϕ(3)(u,v), e´tant donne´ le mode`le, c’est-a`-dire le spectre de l’objet. Un tel proce´de´ fournit
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la phase du spectre de l’objet la plus vraisemblable qui soit compatible avec les donne´es
mesure´es. Meˆme si la statistique de la phase mesure´e n’est pas correctement de´crite par
une loi normale, la solution qui minimise le χ2 est en ge´ne´ral une estimation robuste du
mode`le.
Il faut ne´anmoins noter que le proble`me ainsi formule´ ne´cessite de “de´rouler” la phase
mesure´e, ϕ(KT)(u,v) ou ϕ(3)(u,v) ; c’est-a`-dire de de´terminer les multiples de 2π qu’il faut
ajouter a` cette phase pour e´viter le phe´nome`ne de dislocation de phase. Marron et al.
(1990) ont propose´ un algorithme permettant de de´rouler la phase du bispectre d’image
monodimensionnelles. Cet algorithme a e´te´ e´tendu au cas bidimensionnel par Takajo &
Takahashi (1991). Le de´roulement de la phase du bispectre est une ope´ration complique´e
et sans doute hasardeuse en pre´sence de bruit. Elle peut se justifier parce que le proble`me
du moindre χ2 est un proble`me de moindres carre´s ge´ne´ralise´ dont la solution est tre`s
facile a` obtenir par une simple inversion de matrice.
Inversion globale par les gradients conjugue´s
Pour e´viter l’ope´ration de “de´roulement” de la phase du bispectre, Haniff (1991) a propose´
de rechercher la phase du spectre de Fourier de l’objet qui minimise le χ2 exprime´ comme
χ2 =
∑
u,v
[
Modπ{ϕ(u) + ϕ(v)− ϕ(u+ v)− ϕ(3)(u,v)}
σϕ(3)(u,v)
]2
, (5.36)
ou` Modπ{} est la fonction qui retourne son argument modulo 2π dans l’intervalle ±π.
Une quantite´ similaire pourrait eˆtre minimise´e pour reconstruire la phase a` partir de
ϕ(KT)(u,v).
Le proble`me ainsi formule´ n’est plus un proble`me de moindres carre´s ge´ne´ralise´s. Il faut
donc pour le re´soudre utiliser une me´thode ge´ne´rale de minimisation. Etant donne´ le
nombre de parame`tres a` ajuster, la me´thode des gradients conjugue´s est la plus approprie´e
pour minimiser χ2. La me´thode de Haniff fournit la meilleure estimation de la phase du
spectre de l’objet au sens du χ2 tout en e´tant insensible a` l’enroulement de la phase
du bispectre. Cette me´thode s’ave`re beaucoup plus robuste vis-a`-vis du bruit que les
me´thodes de´crites pre´ce´demment notamment celles qui ne´cessitent de de´rouler la phase
du bispectre. Le principal inconve´nient de cette me´thode est le temps de calcul ne´cessaire
a` la recherche du minimum.
Inversion globale re´cursive et ite´rative
Afin d’obtenir une estimation de la phase du spectre de Fourier l’objet de fac¸on toute aussi
fiable mais plus rapide que par la me´thode de Haniff, j’ai mis au point un algorithme de
reconstruction re´cursif et ite´ratif.
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Pour cela, je cherche a` minimiser la quantite´ :
Q(KT) =
∑
u,v
∣∣∣e[ϕ(u)−ϕ(u+v)] − eϕ(KT)(u,v)∣∣∣2
σ2
ϕ(KT)(u,v)
(5.37)
pour la me´thode de Knox-Thompson, ou la quantite´ :
Q(3) =
∑
u,v
∣∣∣e[ϕ(u)+ϕ(v)−ϕ(u+v)] − eϕ(3)(u,v)∣∣∣2
σ2
ϕ(3)(u,v)
(5.38)
pour le bispectre. Lorsque les e´carts du mode`le aux mesures sont petits 1, c’est-a`-dire
lorsque
ϕ(u)− ϕ(u+ v) ≃ ϕ(3)(u,v) (mod 2π) pour Knox-Thompson,
ϕ(u) + ϕ(v)− ϕ(u+ v) ≃ ϕ(3)(u,v) (mod 2π) pour le bispectre,
alors Q ≃ χ2 avec Q ≡ Q(KT) ou Q ≡ Q(3). Trouver la phase ϕ(u) qui minimise Q fournit
donc une estimation robuste de la phase du spectre de Fourier de l’objet.
Au lieu de minimiser directement Q, par une me´thode de type gradients conjugue´s par
exemple, je re´sous de fac¸on ite´rative
∂Q
∂ϕ(u)
= 0 (5.39)
Pour le bispectre, cela donne
∂Q(3)
∂ϕ(u)
= 0
⇐⇒ Im

∑
u′
eθ(u,u
′)
σ2
ϕ(3)(u,u′)
+
∑
u′
eθ(u
′,u)
σ2
ϕ(3)(u′,u)
+
∑
u
′,u′′
u
′+u′′=u
e−θ(u
′,u′′)
σ2
ϕ(3)(u′,u′′)
 = 0 (5.40)
ou`
θ(u,v) = ϕ(u) + ϕ(v)− ϕ(u+ v)− ϕ(3)(u,v).
En mettant eϕ(u) en facteur, on obtient
∂Q
∂ϕ(u)
= 0⇐⇒ Im{eϕ(u)z(u)} = 0 (5.41)
1ce qui est vrai au voisinage de la “bonne” solution et si l’on a pris soin de ne pas prendre en compte
les mesures trop bruite´es
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ou`
z(u) =
∑
u′
eϕ(u
′)e−ϕ(u+u
′)e−ϕ
(3)(u,u′)
σ2
ϕ(3)(u,u′)
+
∑
u′
eϕ(u
′)e−ϕ(u
′+u)e−ϕ
(3)(u′,u)
σ2
ϕ(3)(u′,u)
+
∑
u
′,u′′
u
′+u′′=u
e−ϕ(u
′)e−ϕ(u
′′)eϕ
(3)(u′,u′′)
σ2
ϕ(3)(u′,u′′)
. (5.42)
Une solution e´vidente a` (5.41) est
eϕ(u) =
z∗(u)
|z(u)| . (5.43)
Il suffit de remplacer la phase de Fourier de l’objet par sa nouvelle estimation dans le
membre de gauche de l’e´quation (5.43) et par son estimation pre´ce´dente dans le membre
de droite pour obtenir un algorithme re´cursif de reconstruction de la phase. En notant ϕk
l’estimation de ϕ a` l’ite´ration nume´ro k, on obtient la relation de re´currence suivante :
eϕk+1(u) ∝
∑
u′
e−ϕk(u
′)eϕk(u+u
′)eϕ
(3)(u,u′)
σ2
ϕ(3)(u,u′)
+
∑
u′
e−ϕk(u
′)eϕk(u
′+u)eϕ
(3)(u′,u)
σ2
ϕ(3)(u′,u)
+
∑
u
′,u′′
u
′+u′′=u
eϕk(u
′)eϕk(u
′′)e−ϕ
(3)(u′,u′′)
σ2
ϕ(3)(u′,u′′)
. (5.44)
Le facteur de normalisation est calcule´ de telle sorte que le module de eϕk+1(u) soit e´gal a`
l’unite´. La nouvelle estimation du phaseur fournie par cet algorithme est donc simplement
e´gale a` la somme ponde´re´e des solutions pour chaque point du bispectre en prenant l’es-
timation pre´ce´dente comme phase aux fre´quences spatiales autres que celles conside´re´es.
Le meˆme raisonnement s’applique a` la me´thode de Knox-Thompson ; dans ce cas la nou-
velle estimation de la phase ϕk+1(u) est fournie par :
eϕk+1(u) ∝
∑
u′
eϕk(u+u
′)eϕ
(KT)(u,u′)
σ2
ϕ(KT)(u,u′)
+
∑
u
′,u′′
u
′+u′′=u
eϕk(u
′)e−ϕ
(KT)(u′,u−u′)
σ2
ϕ(KT)(u′,u′′)
. (5.45)
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Afin de reformuler cette approche d’une fac¸on qui tienne compte de l’e´tat de la connais-
sance de la phase de l’objet, j’introduis une fonction e´gale a` l’estimation du phaseur du
spectre de l’objet lorsque cette estimation est disponible et e´gale a` ze´ro sinon. A l’ite´ration
nume´ro k, cette fonction rend compte de l’estimation ϕk de la phase ϕ du spectre de l’ob-
jet :
ξk(u) =
{
eϕk(u) si ϕk(u) est connu
0 sinon
(5.46)
et je de´finis le phaseur ponde´re´ de la phase mesure´e, ϕ(KT)(u,v) ou ϕ(3)(u,v), comme
ξ(KT)(u,v) =
eϕ
(KT)(u,v)
σ2
ϕ(KT)(u,v)
(5.47)
pour la me´thode de Knox-Thompson, et comme
ξ(3)(u,v) =
eϕ
(3)(u,v)
σ2
ϕ(3)(u,v)
. (5.48)
pour le bispectre. Une nouvelle estimation de la fonction ξk(u) est alors obtenue par :
ξk+1(u) ∝
∑
u′
ξ(KT)(u,u′)ξk(u+ u
′) +
∑
u′
ξ(KT)
∗
(u− u′)ξk(u′) (5.49)
pour la me´thode de Knox-Thompson ou par :
ξk+1(u) ∝
∑
u′
ξ(3)(u,u′)ξ∗k(u
′)ξk(u+ u
′) +
∑
u′
ξ(3)(u′,u)ξ∗k(u
′)ξk(u
′ + u)
+
∑
u
′,u′′
u
′+u′′=u
ξ(3)
∗
(u′,u′′)ξk(u
′)ξk(u
′′) (5.50)
pour le bispectre. Le facteur de normalisation est calcule´ de telle sorte que le module de
ξk+1(u) soit e´gal a` l’unite´. Bien entendu, dans tout ce qui pre´ce`de, les sommes discre`tes
sont a` prendre pour les points qui sont de´finis.
Il suffit d’initialiser l’algorithme par les phaseurs a` la fre´quence (0, 0), dans le cas de la
me´thode de Knox-Thompson, et aux fre´quences spatiales (0, 0), (1, 0) et (0, 1), dans le
cas du bispectre, pour que le phaseur du spectre de l’objet soit reconstruit de proche en
proche. De plus, a` chaque ite´ration tous les phaseurs sont estime´s de fac¸on a` eˆtre a` la
fois compatibles avec les mesures et avec les autres phaseurs. Ainsi les estimations sont
affine´es d’une ite´ration a` l’autre.
Afin de valider ma me´thode, j’ai calcule´ le bispectre de 100 interfe´rogrammes simule´s
d’une e´toile quadruple pour des conditions de turbulence correspondant a` un rapport
D/r0 ≃ 10. La figure 5.2 montre la reconstruction progressive de la phase du spectre
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Fig. 5.2 – Evolution du support de la phase estime´e au fur et a` mesure des ite´rations.
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Fig. 5.3 – Convergence de l’algorithme de reconstruction de la phase.
de l’objet e´chantillonne´ sur 64 × 64 points ; en 13 ite´rations, l’algorithme fournit une
estimation de la phase jusqu’a` la fre´quence de coupure. La courbe de la figure 5.3 montre
la convergence de l’algorithme ; le palier a` ≃ 2×10−16 radians d’e´cart standard est atteint
en ≃ 8×103 ite´rations et correspond aux erreurs d’arrondi du calculateur. Cette pre´cision
est largement meilleure que ne l’autorise en ge´ne´ral la qualite´ des mesures effectue´es. En
pratique, 100 a` 200 ite´rations sont largement suffisantes pour obtenir une estimation
valable de la phase.
Me´thode de Matson
Dans le cas du bispectre, Matson (1991) a obtenu une me´thode ite´rative tre`s similaire en
substituant les phaseurs aux phases dans un algorithme de re´solution ite´ratif du proble`me
des moindres carre´s ponde´re´s pour les phases. Hormis la justification de l’algorithme, il
y a une diffe´rence notable dans la fac¸on de tenir compte des points du bispectre qui font
intervenir deux fois la meˆme fre´quence spatiale. En effet,
I(3)(u,u) = I(u)I(u)I∗(2u)
peut s’inverser, si on connait I(2u), en
I(u) = ±
√
I(3)(u,u)
I∗(2u)
.
Ce qui donne pour les phaseurs :
eϕ(u) = ±e[ϕ(3)(u,u)+ϕ(2u)]/2.
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Sans connaissance a priori de I(u) il est impossible de de´terminer laquelle des deux solu-
tions est la bonne. Matson, en choisissant arbitrairement et syste´matiquement l’une des
deux expressions, biaise la reconstruction. Cela peut eˆtre critique si le rapport signal a`
bruit du bispectre mesure´ est me´diocre ou si le nombre de sous-plans utilise´s est faible.
Dans mon approche, en ne factorisant qu’une fois eϕ(u) dans l’expression de ∂Q/∂ϕ(u) = 0
j’utilise (sche´matiquement) la phase ϕ(3)(u,u) comme
eϕk+1(u) = eϕ
(3)(u,u)e−ϕk(u)eϕk(2u)
e´vitant ainsi cet e´cueil.
Par ailleurs, dans l’approche de Matson (1991), la phase n’est pas reconstruite progressi-
vement. Une phase uniforme peut par exemple eˆtre choisie pour initialiser son algorithme.
Cela est aussi possible dans la me´thode que je propose. Dans ce cas, la convergence est
inchange´e mais la phase reconstruite peut eˆtre tre`s diffe´rente. Dans mes simulations, la
diffe´rence s’expliquait toujours par une translation dans le plan image — a` laquelle le
bispectre est insensible.
5.5 Reconstruction d’image a` partir des mesures de
phase
Jusqu’a` pre´sent, j’ai montre´ comment reconstruire de fac¸on robuste le module, |O(u)|, du
spectre de Fourier de la distribution d’intensite´ de l’objet a` partir des mesures de l’in-
terfe´rome´trie des tavelures traditionnelle, d’une part, et, d’autre part, la phase, ϕ(u), de ce
spectre a` partir des mesures de la me´thode de Knox-Thompson ou du bispectre. Afin d’ob-
tenir la distribution d’intensite´ de l’objet, la premie`re me´thode qui vient a` l’esprit consiste
a` recombiner ces estimations pour obtenir le spectre de l’objet : O(u) = |O(u)|eϕ(u). Une
transformation de Fourier inverse suffit alors pour obtenir o(x). C’est une possibilite´ qui
ne tient pas compte des proprie´te´s de o(x) dont nous avons vu qu’elles sont assez contrai-
gnantes pour permettre d’ame´liorer la qualite´ de la reconstruction.
5.5.1 Reconstruction a` partir de la phase du spectre de l’objet
Lorsque l’on tient compte de la positivite´ de la distribution d’intensite´ de l’objet, il est
possible de reconstruire cette fonction uniquement d’apre`s le module de son spectre de
Fourier (cf. section 5.2). On peut imaginer une de´marche similaire consistant a` effectuer
cette reconstruction a` partir de la phase du spectre de Fourier.
Afin de de´montrer cette possibilite´, je de´cris ici une me´thode tre`s e´le´mentaire permettant
de reconstruire o(x) en ne connaissant que la phase de son spectre de Fourier. Cette
me´thode est a` rapprocher des me´thodes de type Gerchberg-Saxton (Gerchberg & Saxton,
1972). Elle consiste a` imposer la positivite´ de o(x) dans l’espace image et a` imposer a` la
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❄
ok(x)
FFT−→ Ok(u)
❄
Application des contraintes dans l’espace de Fourier :
O˜k+1(u) =
{
|Ok(u)| eϕ(u) si ϕ(u) est mesure´e,
Ok(u) sinon.
❄
O˜k+1(u)
FFT−1−→ o˜k+1(x)
❄
Application des contraintes dans l’espace Image :
ok+1(x) =
{
o˜k+1(x) si o˜k+1(x) > 0,
0 sinon.
❄
Test de convergence :
‖ok+1 − ok‖ < ε
✲
non
k = k + 1
❄
oui
fin
Fig. 5.4 – Reconstruction de l’image d’un objet a` partir de sa phase de Fourier.
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phase de O(u) a` eˆtre ϕ(u) dans l’espace de Fourier. Le principe de l’algorithme est de´crit
par l’organigramme de la figure 5.4.
Afin de stabiliser l’algorithme (et surtout pour pouvoir raisonnablement comparer la nou-
velle estimation, ok+1(x), a` l’estimation pre´ce´dente, ok(x)) il est utile d’appliquer une
normalisation. Par exemple, on peut choisir de normaliser les fonctions ok(x) de telle
sorte que leur e´nergie soit e´gale a` l’unite´ ; dans cas l’application des contraintes dans
l’espace image devient
ok+1(x) =

o˜k+1(x)∑
x′
eok+1(x
′)>0
o˜k+1(x
′)
si o˜k+1(x) > 0,
0 sinon.
La figure 5.5 montre que cette me´thode rudimentaire peut donner un re´sultat acceptable
lorsque la qualite´ de la phase reconstruite est relativement bonne. Ne´anmoins, la sensibilite´
en terme de rapport entre la composante reconstruite la moins brillante et la composante
reconstruite la plus brillante ne peut gue`re exce´der 0.15, soit une diffe´rence de magnitude
de l’ordre de 2.
5.5.2 Reconstruction directe a` partir des mesures de phase
Glindemann & Dainty (1993) ont propose´ une me´thode de reconstruction d’image a` partir
de la phase du bispectre qui est beaucoup plus satisfaisante que celle, assez rudimentaire,
que je viens de de´crire. Ils recherchent la distribution d’intensite´ de l’objet en lui imposant
d’eˆtre positive et en imposant a` la phase de son bispectre d’eˆtre le plus possible en accord
avec la phase du bispectre observe´. Cette solution est obtenue en minimisant la quantite´
εphase =
∑
u,v
[
Modπ{ϕ(u) + ϕ(v)− ϕ(u+ v)− ϕ(3)(u,v)}
σϕ(3)(u,v)
]2
+ α
∑
x
o(x)<0
o(x)2
(5.51)
Le premier terme de εphase assure l’accord de la phase de Fourier de o(x) avec la phase
du bispectre mesure´e, le second terme permet d’imposer la contrainte de positivite´. Le
parame`tre α (α > 0) permet de renforcer ou de relacher la contrainte de positivite´. La
fonction o(x) qui minimise ε est recherche´e par un algorithme de type gradients conjugue´s.
J’ai modifie´ la me´thode de Glindemann & Dainty (1993) de telle sorte que la positivite´ soit
impose´e de fac¸on stricte par un changement de parame`tres et en re´crivant ε pour qu’une
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Fig. 5.5 – Reconstruction d’image a` partir des mesures de phase du bispectre et sans
e´toile de re´fe´rence. De haut en bas et de droite a` gauche : (a) objet original (constitue´
de 4 e´toiles avec des diffe´rences de magnitude de 1, 2 et 3 par rapport a` la composante
la plus brillante) ; (b) reconstruction par la me´thode de type Gerchberg-Saxton ; (c) re-
construction par la me´thode de Glindemann & Dainty ; (d) idem mais avec contrainte de
positivite´ stricte. Les parame`tres de la simulation sont : D/r0 ≃ 10, 100 images courtes
poses, pas de bruit de photons.
approche similaire soit applicable dans le cadre de la me´thode de Knox-Thompson :
εphase =

∑
u,v
|eϕ(u)eϕ(v)e−ϕ(u+v) − eϕ(3)(u,v)|2
σ2
ϕ(3)(u,v)
pour le bispectre
∑
u,v
|eϕ(u)e−ϕ(u+v) − eϕ(KT)(u,v)|2
σ2
ϕ(KT)(u,v)
pour Knox-Thompson
(5.52)
Je donne la de´pendance du gradient de εphase avec le spectre de la distribution d’intensite´
dans la section suivante. L’emploi des phaseurs est une question de choix, cela influe peu
sur la valeur de l’erreur (cf. section 5.4).
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5.5.3 Discussion
La reconstruction de la distribution d’intensite´ de l’objet est possible a` partir des mesures
de la phase de son spectre de Fourier. Ne´anmoins, il faut noter que le proble`me tel qu’il
est pose´ pre´sente une de´ge´ne´rescence importante : la distribution d’intensite´ de l’objet
convolue´e par n’importe quelle fonction syme´trique (c’est-a`-dire dont la phase du spectre
de Fourier est nulle) et positive constitue une solution tout aussi acceptable du point de
vue de l’algorithme.
Pour des syste`mes asyme´triques constitue´s de plusieurs e´toiles non re´solues, Glindemann
& Dainty (1993) ont observe´ que cette de´ge´ne´rescence n’a pas d’incidence majeure sur
la qualite´ de l’image reconstruite. Par contre, a` partir du moment ou` l’objet observe´
est relativement syme´trique, la phase de son spectre de Fourier ne fournit plus assez
d’information pour permettre une reconstruction.
5.6 Reconstruction d’image a` partir des mesures de mo-
dule et de phase
A partir du module du spectre de Fourier, il est, au mieux, possible de reconstruire une
image avec une incertitude d’orientation de ±180◦. A partir des seules informations de
phase, il est possible de reconstruire une image qui risque d’eˆtre la solution recherche´e
filtre´e par une fonction syme´trique positive quelconque.
Il parait e´vident que pour lever ces de´ge´ne´rescences il faut exploiter en meˆme temps les
informations de module et de phase. Pour cela je minimise la quantite´
ε = εphase + εmodule (5.53)
ou`
 εphase sanctionne l’erreur de mode´lisation des mesures de phase, son expression est
donne´e par l’e´quation (5.52) ;
 εmodule sanctionne l’erreur de mode´lisation des mesures de module. L’expression de
εmodule est donne´e, par exemple, par l’e´quation (5.17) et peut eˆtre modifie´e en suivant
la discussion de la section 5.1.3.
Si f(x) est la fonction a` reconstruire 2, alors, pour minimiser ε par la me´thode des gradients
conjugue´s, il faut combiner les gradients des fonctions d’erreur par rapport au spectre de
puissance (ou au module) et a` la phase du spectre de Fourier F (u) de f(x). L’expression
de la transforme´e de Fourier discre`te du gradient ∂ε/∂f(x) est obtenue par (cf. annexe
J.4) :
∂ε
∂f(x)
TFD−→ Npix
[
∂ε
∂ReF (u)
+ 
∂ε
∂ImF (u)
]
, (5.54)
2ou une des fonctions a` reconstruire si la distribution d’intensite´ de l’objet et une fonction d’e´talement
de point sont recherche´es
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ou` Npix est le nombre de points d’e´chantillonnage. Afin de faire apparaˆıtre le module et
la phase de F (u), le deuxie`me membre de cette relation peut se mettre sous la forme :
∂ε
∂ReF (u)
+ 
∂ε
∂ImF (u)
=
∂εmodule
∂|F (u)|2
[
∂|F (u)|2
∂ReF (u)
+ 
∂|F (u)|2
∂ImF (u)
]
+
∂εphase
∂argF (u)
[
∂argF (u)
∂ReF (u)
+ 
∂argF (u)
∂ImF (u)
]
. (5.55)
Le gradient du module au carre´ par rapport aux parties re´elle et imaginaire s’obtient par :
|F (u)|2 = Re{F (u)}2 + Im{F (u)}2 =⇒

∂|F (u)|2
∂ReF (u)
= 2ReF (u)
∂|F (u)|2
∂ImF (u)
= 2 ImF (u)
(5.56)
tandis que le gradient de la phase par rapport aux parties re´elle et imaginaire s’obtient
par :
argF (u) = tan−1
ImF (u)
ReF (u)
=⇒

∂argF (u)
∂ReF (u)
= − ImF (u)|F (u)|2
∂argF (u)
∂ImF (u)
=
ReF (u)
|F (u)|2
(5.57)
Finalement, en combinant ces gradients, il vient :
∂ε
∂ReF (u)
+ 
∂ε
∂ImF (u)
= 2F (u)
∂εmodule
∂|F (u)|2 + 
F (u)
|F (u)|2
∂εphase
∂argF (u)
, (5.58)
qui permet d’obtenir le gradient ∂ε/∂Re f(x) par une simple transforme´e de Fourier
discre`te inverse.
A la fin de ce chapitre, je montre des images reconstruites en combinant de cette fac¸on
les informations de module et de phase.
5.7 Mode´lisation de la structure spatiale de l’objet
De mon point de vue, l’obtention d’une image a` haute re´solution angulaire est surtout
utile parce qu’elle permet l’identification de la structure spatiale de l’objet observe´. Pour
e´viter que les effets du bruit ne dominent la reconstruction et a` cause de la fre´quence de
coupure instrumentale, j’ai montre´ que cette image doit eˆtre filtre´e ce qui revient en ge´ne´ral
a` atte´nuer les hautes fre´quences. Si la me´thode de restauration d’image est maˆıtrise´e, la
valeur de la fre´quence de coupure effective est connue. Lorsque le rapport signal a` bruit
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est trop de´favorable et/ou les lacunes trop importantes, la reconstruction d’une image
peut eˆtre hasardeuse et difficile a` maˆıtriser autrement qu’en de´gradant conside´rablement
la re´solution. Pour ces raisons (i.e. reconstruction d’une image a` haute re´solution angu-
laire impossible ou, de toute fac¸on, reconstruction d’une image ne´cessairement filtre´e), les
mesures quantitatives (parame`tres astrome´triques ou photome´triques) ne doivent pas
eˆtre effectue´es sur l’image reconstruite mais plutoˆt sur son spectre de Fourier non filtre´
ou, mieux, directement sur les quantite´s mesure´es en interfe´rome´trie des tavelures. Ainsi,
je pre´conise d’ajuster les parame`tres du mode`le de l’objet e´tudie´ de la meˆme manie`re que
je reconstruis une image en ajustant les intensite´s de ses pixels. Le formalisme est iden-
tique pour ces deux de´marches puisque la reconstruction d’image telle que je l’ai de´crite
s’apparente a` un ajustement de mode`le dont les parame`tres sont les intensite´s des pixels.
Etant donne´ le nombre de parame`tres de´crivant une image (> 104 pour une image de
128 × 128 pixels), la reconstruction d’image est une gageure difficile a` tenir compare´e
a` l’ajustement d’un mode`le plus synthe´tique avec beaucoup moins de parame`tres. Aussi
l’e´chec d’une ope´ration de reconstruction d’image ne signifie pas pour autant que la qualite´
des donne´es est insuffisante pour en permettre l’exploitation. Ne´anmoins, il se pose alors
le proble`me de de´terminer le mode`le ade´quat sans image pour identifier l’objet observe´ !
Pour des objets ayant une structure simple, une binaire par exemple, l’interpre´tation du
spectre de puissance permet souvent d’identifier la nature de l’objet meˆme si le rapport
signal a` bruit est insuffisant pour la reconstruction d’une image. C’est en partie pour cela
que j’ai e´crit un programme d’ajustement de mode`le ge´ne´ral qui permet de repre´senter
l’objet observe´ par un nombre arbitraire de composantes de structure simple (e.g. diracs,
laplaciennes, ...) ; les parame`tres de ce mode`le sont obtenus en minimisant la fonction
d’erreur εmodule (Devaney et al., 1994).
5.8 Re´sultats
5.8.1 Simulations
Afin de tester la validite´ de mes algorithmes pour le traitement des donne´es en comptage
de photons, j’ai simule´ des donne´es en tenant compte des effets du trou du comptage. Les
effets de la turbulence sont simule´s pour un rapport D/r0 = 20 ce qui correspond a` des
conditions excellentes pour un te´lescope de classe 4m et a` des conditions passables pour
un te´lescope de classe 2m. J’ai conside´re´ deux cas de figure : un cas “fort flux” et un cas
“faible flux” avec respectivement 500 et 100 photons par image courte pose en moyenne.
Ces flux correspondent a` des magnitudes visibles de l’ordre de 14 dans le cas fort flux et
16 dans le cas faible flux en supposant un rendement total de l’optique et du de´tecteur de
20%. Dans le cas ou` deux (trois) images simultane´es sont utilise´es, il faut que la source
conside´re´e soit deux (trois) fois plus brillante. Les observations sont constitue´es de 1 000
et 40 000 images (ou paires, ou triplet d’images) respectivement dans le cas fort et faible
flux. Afin de tester la sensibilite´ des algorithmes en termes de dynamique, l’objet observe´
(cf. figure 5.6) est un syste`me quadruple avec des diffe´rences de magnitude de 1, 2 et 3 par
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Fig. 5.6 – Objet original dont je me suis servi pour mes simulations en comptage de
photons. Les diffe´rences de magnitude sont 1, 2 et 3 par rapport a` la composante la plus
brillante.
rapport a` la composante la plus brillante. J’ai simule´ le de´faut du comptage de photon en
supprimant les occurrences de plusieurs photo-e´ve´nements sur le meˆme pixel ou sur des
pixels voisins dans la meˆme image. Cet effet fait chuter de le nombre de photons de´tecte´s
par image de 500 a` 296 et de 100 a` 83 ; le trou dans l’autocorrelation fait 3× 3 pixels.
Toutes les reconstructions que je pre´sente dans cette section sont obtenues en minimi-
sant ε = εmodule + εphase ou` εmodule et εphase repre´sentent respectivement les erreurs de
mode´lisation par rapport aux mesures du spectre de puissance et par rapport a` la phase
du bispectre mesure´.
La figure 5.7 montre qu’a` cause du de´faut du de´tecteur, le bispectre calcule´ de fac¸on
classique ne permet de reconstruire qu’une image qui n’a pas grand chose a` voir avec
l’objet observe´. Il faut tout de meˆme noter que dans mes simulations le trou fait 3 × 3
pixels et que les images ne sont pas sur-e´chantillonne´es. En sur-e´chantillonnant fortement
les images, on peut espe´rer ame´liorer un peu (pas beaucoup !) les choses.
Dans le chapitre 3, je propose de s’affranchir des effets du trou du comptage de photons
en inte´grant le spectre de puissance, la transforme´e de Knox-Thompson et le bispectre
calcule´s a` partir des intercorre´lations d’images simultane´es. J’ai montre´ que cette ap-
proche permet effectivement de mesurer le module et la phase du spectre de Fourier de
l’objet, e´ventuellement, jusqu’a` la limite de diffraction instrumentale si la quantite´ d’ob-
servations est suffisante. J’ai teste´ la possibilite´ de reconstruire une image en combinant
les mesures de module et de phase obtenues de cette fac¸on. Ainsi la figure 5.8 valide l’ap-
proche consistant a` inte´grer le bispectre en combinant une se´rie de trois images courte
pose simultane´es. La figure 5.9 montre que la reconstruction d’image est effectivement
122 Chapitre 5. Exploitation des mesures de l’interfe´rome´trie des tavelures
Fig. 5.7 – Objet reconstruit a` partir du bispectre classique en pre´sence du de´faut du
comptage de photons.
possible en combinant une se´rie de seulement deux images simultane´es. Le fait que, dans
la figure 5.9, la composante la plus faible ne soit pas reconstruite dans le cas “faible flux”
alors qu’elle l’est dans le cas “fort flux” de´montre qu’en inte´grant le “bispectre a` deux
images” les limites en sensibilite´ sont bien fixe´es par la quantite´ d’information utilise´e.
En augmentant le nombre d’images (ou pour un flux incident plus fort), il reste possible
d’ame´liorer la qualite´ de l’image obtenue. Cela n’est pas possible si le de´faut des de´tecteurs
a` comptage de photons n’est pas corrige´.
5.8.2 Capella
Capella (αAurigae) est une e´toile double brillante (mV ≃ 0.08, se´paration ≃ 0.′′050)
dont les e´phe´me´rides sont bien connues. C’est une binaire de pre´dilection pour tester
les me´thodes de l’interfe´rome´trie des tavelures aussi bien a` fort flux qu’en comptage de
photons (avec une densite´ !).
Reconstruction a` partir de donne´es CCD
Lorsque j’ai effectue´ mon service national comme scientifique du contingent a` la division
d’optique physique de M. Se´chaud a` l’ONERA (Chaˆtillon), une partie de mon travail a
consiste´ a` comparer les re´sultats que peuvent fournir l’interfe´rome´trie des tavelures a` ceux
de de la de´convolution par analyse de surface d’onde (Primot et al., 1990). Pour cela, j’ai
notamment traite´ des donne´es de Capella. Pour les besoins de la cause, je ne me suis
servi d’aucune calibration de la fonction de transfert qui aurait pu eˆtre obtenue a` partir
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Fig. 5.8 – Reconstruction d’image obtenue a` partir du bispectre a` trois images. Sans le
trou du comptage de photons (en haut) et avec le trou du comptage de photons (en bas) ;
11 sous-plans du bispectre ont e´te´ inte´gre´s sur 3 × 1 000 images avec 500 (en haut) et
296 (en bas) photons par image en moyenne, les conditions de turbulence sont telles que
D/r0 = 20.
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Fig. 5.9 – Reconstruction d’image obtenue a` partir du bispectre a` deux images. Les effets
d’un trou du comptage de photons de 3×3 pixels sont simule´s, 11 sous-plans du bispectre
ont e´te´ inte´gre´s sur 2 × 1 000 images avec 296 photons par image en moyenne (en haut)
et 2 × 40 000 images avec 83 photons par image en moyenne (en bas) ; les conditions de
turbulence sont telles que D/r0 = 20.
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Fig. 5.10 – Reconstruction d’une image de Capella a` partir du bispectre et sans e´toile de
re´fe´rence (Thie´baut, 1994b, donne´es ONERA).
des mesures de l’analyseur de surface d’onde. J’ai inte´gre´ 19 sous-plans du bispectre ainsi
que le spectre de puissance moyen de 200 interfe´rogrammes de Capella observe´e Michau
et al. (1991) et Marais et al. (1991) au te´lescope de 4.2 m William Herschel a` la Palma
(Canaries) pendant la nuit du 8 novembre 1990. Uniquement a` partir de ce bispectre
et en appliquant la me´thode de reconstruction que j’ai propose´e (Thie´baut, 1994b), j’ai
reconstruit l’image de Capella de la figure 5.10.
La se´paration et la diffe´rence de magnitude (≃ 0.4) dans l’image reconstruite de Capella
sont en accord avec les mesures effectue´es, a` la longueur d’onde des observations (Hα),
par Michau et al. (1991) et Marais et al. (1991). Alors que les mesures de l’analyseur de
surface d’onde n’ont pas e´te´ utilise´es l’image reconstruite est au moins aussi bonne que
celle obtenue par la me´thode de de´convolution par analyse de surface d’onde. Cela est
vraisemblablement duˆ a` la robustesse de mon approche : d’une part, parce que je tiens
compte de la qualite´ des mesures pour traiter correctement les effets du bruit et, d’autre
part, par ce que j’ai tenu compte d’informations a priori sur la distribution d’intensite´
de l’objet (i.e. la positivite´). Cette comparaison met en e´vidence le gain qu’il y aurait a`
incorporer de telles contraintes dans la me´thode de de´convolution par analyse de surface
d’onde et plus ge´ne´ralement dans les me´thodes holographiques en interfe´rome´trie des
tavelures (cf. section 4.2.1).
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Fig. 5.11 – Image de Capella a` partir de donne´es en comptage de photons. Cette image a
e´te´ reconstruite a` partir de la phase du bispectre, sans e´toile de re´fe´rence et avec contrainte
de positivite´ relache´e.
Reconstruction a` partir de donne´es en comptage
Je dispose aussi de donne´es de Capella observe´e avec la came´ra CP40 en comptage de
photons au te´lescope de 3.60 m du CFH, le 12 novembre 1991. Pendant cette mission, seuls
2 canaux sur 4 de la came´ra e´taient ope´rationnels ; les donne´es sont constitue´es de 6108
trames de 20 ms (soit 2 minutes d’observation !) avec 331 et 194 photons en moyenne
par trame pour les deux canaux. Graˆce a` la correction, j’ai ajuste´ le grandissement a`
16.4 marcsec par pixel corrige´. La figure 5.11 montre l’image que j’ai reconstruite a` partir
du bispectre inte´gre´ sur ces donne´es ; j’ai utilise´ 10 sous-plans du bispectre pour cette
reconstruction et, n’ayant pas de re´fe´rence pour calibrer les effets de la turbulence, j’ai
recontruit cette image de telle sorte que la phase de son bispectre soit en accord avec
la phase du bispectre mesure´ (Glindemann & Dainty, 1993). La qualite´ de la reconstruc-
tion montre que le fait d’inte´grer le bispectre a` partir d’une se´ries de paires d’images
simultane´es comme je l’ai propose´ pour corriger les effets du trou en comptage de pho-
tons permet effectivement de reconstruire une image a` la limite de diffraction : a` la date
des observations la se´paration de Capella est de 53.5 marcsec pour λ/D = 31.5 marcsec
(λ = 550 nm et PA = 27.6 ± 180 deg). Il faut noter que les coefficients de correction de
la distorsion sont, dans ce cas, ceux que j’ai calcule´s pour une mission pre´ce´dente (i.e.
CFHT, novembre 1989) ; la distorsion est donc relativement stable d’une mission a` l’autre.
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5.9 Conclusion
Il ne faut pas perdre de vue que compte tenu du faible rapport signal a` bruit des ob-
servations seule l’inversion globale des mesures telle que je l’ai applique´e m’a permis de
reconstruire des images qui ne soient pas domine´es par des artefacts.
Les algorithmes de reconstruction d’image que j’ai pre´sente´s dans ce chapitre ne cons-
tituent pas un e´chantillon exhaustif. Ne´anmoins ils ont tous en commun de de´couler de
la meˆme approche qui consiste a` trouver une solution qui soit la plus compatible possible
avec les mesures et des proprie´te´s a priori de la solution recherche´e. Cette approche
ne´cessite d’ope´rer de fac¸on globale et la solution est obtenue en minimisant une fonction
d’erreur qui sanctionne les e´carts du mode`le aux observations et aux contraintes a priori .
Les avantages de cette approche sont sa robustesse vis-a`-vis du bruit de mesure et sa
capacite´ d’ope´rer a` partir de mesures lacunaires.
Les algorithmes que j’ai utilise´s ou mis au point se ge´ne´ralisent tre`s simplement a` toute
mode´lisation de l’objet observe´. Au lieu de reconstruire une image de cet objet, des ap-
proches tout-a`-fait similaires permettent d’ajuster un mode`le plus synthe´tique avec beau-
coup moins de parame`tres.
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Chapitre 6
Re´sultats Astrophysiques
Dans les chapitres pre´ce´dents, j’ai de´crit mon approche pour la re´duction des observations
en interfe´rome´trie des tavelures aux longueurs d’onde du visible. L’e´laboration de la chaˆıne
de traitement correspondant a` cette de´marche me permet, partant des donne´es brutes,
d’obtenir des images ou des mesures de parame`tres astrome´triques et photome´triques. Ce
travail de fond a ne´cessite´ un investissement en temps important et trouve aujourd’hui
son aboutissement dans l’exploitation astrophysique des observations. Dans ce chapitre
je pre´sente les re´sultats, dont certains sont tre`s pre´liminaires, que j’ai obtenus a` partir de
donne´es CP40 et qui concernent des objets froids : e´toiles pre´-se´quence principale (T Tau,
DF Tau et Z CMa) et ge´ante rouge e´volue´e de type Mira (χ Cygni).
6.1 TTauri
T Tau est le repre´sentant, bien que atypique, de la classe des e´toiles TTauri (pour une
revue des proprie´te´s de ces objets, voir par exemple Appenzeller & Mundt, 1989). Ces
objets sont conside´re´s comme e´tant des e´toiles de faible masse et qui n’ont pas encore
atteint la se´quence principale. Les re´actions thermonucle´aires n’e´tant pas encore amorce´es,
la source d’e´nergie de ces e´toile est gravitationnelle. Pour bon nombre d’e´toiles de ce type,
il y a des preuves observationnelles de la pre´sence d’un disque d’accre´tion.
Nous avons de´tecte´ une composante e´tendue (∼ 14 × 6 U.A.) en Hα autour de la com-
posante visible de T Tau (Thie´baut et al., 1994, cf. annexe D). Et nous avons discute´
de l’interpre´tation de cette composante e´tendue (Devaney et al., 1994, cf. annexe C) a`
partir du spectre de puissance de T Tau dans un article en annexe. L’explication la plus
se´duisante est que cette e´mission trace la base du jet observe´ dans les raies interdites [SII]
entre T Tau et l’objet Herbig-Haro HH1555 a` 30” a` l’ouest de T Tau.
Aujourd’hui, je suis en mesure de montrer une image a` la limite de diffraction de l’en-
vironnement proche de T Tau en Hα (cf. figure 6.1). J’ai obtenu cette image a` partir
des mesures du spectre de puissance et du bispectre a` deux canaux en minimisant une
fonction d’erreur qui sanctionne les e´carts aux mesures et a` la positivite´ (cf. section 5.6).
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J’ai impose´ une fre´quence de coupure e´gale a` celle du te´lescope (i.e. le 3.60 m du CFH)
soit 0.′′038.
Ces observations de T Tau ont e´te´ faites au te´lescope de 3.60 m du CFH pendant la nuit du
2 novembre 1989 (2 h 24 TU). T Tau et la re´fe´rence choisie SAO93887 ont e´te´ observe´es
environ 20 minutes chacune, soit respectivement 42870 et 49081 trames de 20 ms. La
bande passante spectrale pour les observations est 6560 ± 20 A˚. Apre`s l’application des
pre´traitements, il reste en moyenne 46 et 89 photons par trame pour les deux canaux Hα
pour T Tau et 37 et 66 photons pour SAO93887. A 656 nm, la limite de diffraction est
λ/D ≃ 37.6 marcsec, le grandissement a e´te´ ajuste´ par la correction de la distorsion a`
λ/2D ≃ 18.7 marcsec ce qui correspond a` un pixel de ∼ 2.6 UA au voisinage de T Tau.
Pour l’interpre´tation astrophysique de la composante e´tendue de T Tau en Hα, le lecteur
est prie´ de se rapporter a` notre article (Devaney et al., 1994, cf. annexe C). Par rapport au
spectre de puissance, l’image de la figure 6.1 confirme la pre´sence d’une structure e´tendue
oriente´e, en gros, Nord-Sud et ne permet pas d’exclure une discontinuite´ a`∼ 5U.A. au Sud
de T Tau. C’est cette discontinuite´ qui est responsable des franges que pre´sente le spectre
de puissance (voir la figure 6.2 et, pour comparaison, la figure 6.3). Ne´anmoins, cette
structure est tout juste re´solue par l’instrument et il faudra sans doute des observations
avec un plus grand te´lescope pour confirmer cette discontinuite´.
10 UA
Fig. 6.1 – Image restaure´e de l’environnement proche de T Tau en Hα. Les cercles in-
diquent la largeur a` mi-hauteur de la re´ponse impulsionnelle a` la limite de diffraction de
diffe´rents te´lescopes a` cette longueur d’onde. Les isocontours sont a` 2%, 4%, 8%, 16%, 32%
et 64% du maximum d’intensite´ ; la composante centrale, non re´solue, a e´te´ supprime´e.
6.1. TTauri 131
Fig. 6.2 – Spectre de puissance observe´ de T Tau en Hα. Le cercle exte´rieur de´limite
la fre´quence de coupure instrumentale. La partie centrale correspondant aux basses
fre´quences (≤ 1.7 arcsec−1) affecte´es par les variations de seeing n’est pas prise en compte
pour l’e´chelonnement des courbes de niveau.
Fig. 6.3 – Spectre de puissance de l’image restaure´e de T Tau en Hα.
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6.2 DF Tau
DF Tau est une e´toile de type T Tauri classique (WHα ≃ 54 A˚). Son spectre pho-
tome´trique est bien mode´lise´ par un disque d’accre´tion et une e´toile de type spectral M0
(Bertout et al., 1988) ou M0.5 (Beckwith et al., 1990). Il faut noter que, dans le mode`le
de disque d’accre´tion de Beckwith et al. (1990), le parame`tre q de la loi de puissance
pour la tempe´rature du disque (T (r) = T (r0)(r/r0)
−q ou` r est la distance au centre) e´tait
libre et qu’ils ont obtenu une valeur de q = 0.75 correspondant a` un chauffage du disque
par viscosite´ me´canique comme l’ont impose´ Bertout et al. (1988). Les parame`tres du
mode`le de disque d’accre´tion pour DF Tau sont (d’apre`s BBB : Bouvier & Bertout 1989
et BSBG : Beckwith et al. 1990) :
re´f. type AV L∗/L⊙ M∗/M⊙ R∗/R⊙ M˙/1 M⊙ an
−1 Lacc/L∗
BBB M0 1.2 3.02 0.8 3.8 3.5× 10−7 0.73
BBB M0 1.2 3.02 0.8 3.8 6.5× 10−7 1.39
BSCG M0.5 1.96 2.97 0.53 1.1× 10−6 † 1.55
† calcule´ en prenant R∗ = 3.8R⊙.
ou` AV est l’extinction en magnitudes visuelles, L∗, M∗, R∗ sont la luminosite´, la masse
et le rayon de l’e´toile centrale, M˙ est le taux d’accre´tion et Lacc la puissance fournie par
l’accre´tion.
D’autre part, Bouvier & Bertout (1989) ont observe´ des variations de luminosite´ de
DF Tau avec une pe´riodicite´ de 8.5 jours. Ils attribuent ces variations a` la rotation d’un
point chaud a` la surface de l’e´toile la` ou` la matie`re du disque est accre´te´e. Dans ce cas,
l’accre´tion se fait le long des lignes d’un champ magne´tique dans le plan du disque et
le point a une luminosite´ pratiquement e´gale a` celle de la couche limite (Bertout et al.,
1988). D’apre`s ce mode`le, ils de´duisent une inclinaison de 65◦ pour l’axe de rotation de
l’e´toile et du disque.
Enfin, DF Tau a e´te´ de´tecte´e comme e´tant une binaire dans l’infrarouge (bande K) par
occultation lunaire (Chen et al., 1990). Beckwith et al. (1990) notent que, dans leur
e´chantillon de 86 e´toiles pre´-se´quence principale, les e´toiles ayant un compagnon proche
(dont DF Tau) ont des disques d’accre´tion syste´matiquement moins massifs (< 0.006M⊙
pour DF Tau contre ∼ 0.03M⊙ pour la plupart des autres e´toiles de l’e´chantillon ayant
un disque). Ceci peut s’expliquer par le fait que la formation du compagnon concurrence
celle du disque (ils se partagent une quantite´ de matie`re et de moment cine´tique donne´s)
ou par l’influence gravitationnelle du compagnon qui limite le rayon maximum du disque
d’accre´tion.
J’ai de´tecte´ les deux composantes de DF Tau dans le visible a` partir de donne´es acquises
au te´lescope de 3.60 m du CFH (novembre 1989) et au te´lescope de 6 m du SAO (Special
Astrophysical Observatory, Russie, septembre 1991). Ces observations combine´es avec les
occultations lunaires mettent en e´vidence un mouvement relatif des deux composantes du
syste`me 1 (cf. figure 6.4) :
1J’ai fait l’hypothe`se que la composante la plus brillante a` la longueur d’onde des mesures de Chen et
6.2. DF Tau 133
Fig. 6.4 – Evolution dans le temps de l’orientation du syste`me de DF Tau. Les mesures
de 1986.80, 1989.84 et 1991.73 correspondent respectivement aux observations par occul-
tation lunaire de Chen et al. (1990) et a` nos observations au te´lescope de 3.60 m du CHF
et au te´lescope de 6 m du SAO.
date λ ρ θ source
1986.80 2.2µm 0.′′076 ± 0.′′003 170.4◦ ± 0.5◦ Chen et al. (1990)
1989.84 656 nm 0.′′085 ± 0.′′004 164.0◦ ± 4.0◦ T3.60m du CFH
1991.73 700 nm 0.′′084 ± 0.′′004 141.7◦ ± 1.0◦ T6m du SAO
Etant donne´ la faible se´paration sur le ciel, il est peu probable que la proximite´ apparente
de ces deux e´toiles soit fortuite : le syste`me est vraisemblablement lie´. Les parame`tres
orbitaux d’une binaire sont au nombre de 8 :
P : pe´riode
a : demi-grand axe
e : excentricite´
ω : longitude du pe´riastre
t0 : date du pe´riastre
i : inclinaison de l’orbite
Ω : position du nœud ascendant
d : distance
A une date t, la position apparente (ρ, θ) du syste`me est obtenue en projetant la position
al. (1990), 2.2µm, e´tait la moins brillante a` la longueur d’onde de nos observations, 0.7µm ; les diffe´rences
de magnitude sont ∆mR = 1.0± 0.1 et ∆mK = 0.41± 0.03 (Chen et al., 1990).
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vraie (r, ν) sur le ciel (cf. figure 6.5) :
ρ =
r
d
√
cos2(ν + ω) + cos2 i sin2(ν + ω), (6.1)
cos(θ − Ω) = cos(ν + ω)√
cos2(ν + ω) + cos2 i sin2(ν + ω)
, (6.2)
sin(θ − Ω) = cos i sin(ν + ω)√
cos2(ν + ω) + cos2 i sin2(ν + ω)
. (6.3)
La se´paration vraie, r, et l’anomalie vraie, ν, sont donne´es par :
r = a (1− e cosE), (6.4)
tan
ν
2
=
√
1 + e
1− e tan
E
2
, (6.5)
ou` E est la solution de l’e´quation de Kepler :
E − e sinE = 2π t− t0
P
. (6.6)
A partir des seules observations de l’orbite apparente il n’est donc pas possible de
de´terminer la distance d et seule la valeur angulaire a/d du demi-grand axe est acces-
sible. Une mesure spectroscopique de vitesse radiale, par exemple, permet de lever cette
inde´termination.
Sans faire d’hypothe`se supple´mentaire, les mesures de (ρ, θ) a` 3 dates diffe´rentes dont je
dispose pour DF Tau sont insuffisantes (il en faut au moins 4) pour en extraire les 7 pa-
rame`tres qui peuvent eˆtre de´termine´s par l’observation de l’orbite apparente. Ne´anmoins,
je n’ai pas re´siste´ a` la tentation d’essayer d’obtenir certains de ces parame`tres. Pour ce
faire, j’ai choisi de ne´gliger l’excentricite´ e. Cela se justifie parce que ce parame`tre est
rarement assez important pour que le demi-petit axe, b, diffe`re significativement du demi-
grand axe (e.g. b = a/
√
1 + e2 ≃ 0.95 × a pour e = 0.5). Cette approximation revient a`
conside´rer que l’orbite vraie est un cercle et permet de supprimer 2 parame`tres du mode`le
(i.e. l’excentricite´ e et la longitude du pe´riastre ω qui peut eˆtre arbitrairement choisie).
Il reste que, les mesures de positions de DF Tau ne concernant qu’une petite portion de
l’orbite (moins d’un dixie`me) et compte tenu des incertitudes qui affectent ces mesures,
la de´termination des 5 parame`tres restant ne sera pas pre´cise.
En choisissant ω ≡ 0◦ et e = 0, t0 devient la date de passage a` la longitude Ω du nœud
ascendant et les e´quations du mouvement vrai se simplifient pour donner :
r = a, (6.7)
ν = 2π
t− t0
P
; (6.8)
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celles du mouvement apparent deviennent :
ρ =
a
d
√
cos2 ν + cos2 i sin2 ν, (6.9)
cos(θ − Ω) = cos ν√
cos2 ν + cos2 i sin2 ν
, (6.10)
sin(θ − Ω) = cos i sin ν√
cos2 ν + cos2 i sin2 ν
. (6.11)
A l’aide de l’algorithme de Levenberg-Marquart (Press et al., 1990) d’ajustement de
mode`le au sens des moindres carre´s non line´aires, j’ai obtenu les parame`tres suivants :
e ≡ 0
ω ≡ 0◦
P = 37± 13 ans
a/d = 85± 3 marcsec
t0 = 1990± 1 ans
i = 238◦ ± 13◦
Ω = 155◦ ± 7◦
En appliquant la formule de Kepler :
M1 +M2
M⊙
=
( a
1U.A.
)3( P
1 an
)−2
, (6.12)
ces mesures me permettent de donner une estimation de la masse M1 +M2 du syste`me :
en prenant une distance d ≃ 140 pc pour le Taureau, j’obtiens :
M1 +M2 = 1.2
+2.0
−0.6
M⊙.
Cette estimation concorde avec la masse 2 ×M∗ = 1.6M⊙ du mode`le de Bertout et al.
(1988) ou avec la masse de ∼ 1M⊙ que l’on peut de´duire a` partir des mesures pho-
tome´triques de Cohen & Kuhi (1979) et de Beckwith et al. (1990) et des isochrones des
mode`les d’e´volution pre´-se´quence principale que l’on trouve dans Cohen & Kuhi (1979).
La valeur de l’inclinaison que j’obtiens est supe´rieure a` 180◦ car le mouvement apparent
de la composante secondaire est re´trograde. Cette inclinaison, ramene´e au plus petit angle
que forment la ligne de vise´e et l’axe de rotation, vaut i− 180◦ = 58◦ ± 13◦. Cette valeur
est en accord avec l’inclinaison de 65◦ obtenue par Bouvier & Bertout (1989). Si les deux
e´toiles sont effectivement lie´es, elles se sont sans doute forme´es a` partir de l’effondrement
du meˆme nuage proto-stellaire, on s’attend donc bien a` ce que les axes de rotation du
disque et de l’orbite de la binaire co¨ıncident.
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Fig. 6.5 – Parame`tres de l’orbite d’une binaire et sa projection sur le ciel. A est la
composante primaire, B la composante secondaire, L’ est le nœud ascendant, N indique
la direction du Nord.
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La validite´ de mes estimations est de´montre´e par leur accord avec les quelques parame`tres
fournis par les observations photome´triques. Ne serait-ce que pour ve´rifier mon hypothe`se
que l’excentricite´ est faible, mais aussi pour ame´liorer la qualite´ de mes estimations des
parame`tres de l’orbite, de nouvelles observations de DF Tau sont clairement ne´cessaires. Si
ces observations sont effectue´es de`s a` pre´sent, la portion de l’orbite observe´e sera double´e.
D’autre part, la vitesse relative des deux composantes projete´e sur la ligne de vise´e vaut :
v// =
2πa
P
sin i cos ν = cos ν × 9± 3 km s−1 (6.13)
avec une re´solution de 50 000, la spectroscopie pourrait donc fournir une mesure de cette
vitesse (en 1995, cos ν ∼ 0.7) ce qui permettrait d’obtenir la premie`re de´termination
directe de la masse d’une e´toile pre´-se´quence principale.
Afin d’affiner le mode`le de DF Tau (disque d’accre´tion et deux composantes stellaires),
des mesures photome´triques pour les diffe´rentes composantes sont ne´cessaires. Nous pou-
vons effectuer ces mesures dans le visible avec notre came´ra CP40. Une collaboration
avec d’autres groupes est ne´cessaire pour obtenir des mesures dans l’infrarouge en in-
terfe´rome´trie des tavelures ou avec l’optique adaptative 2.
6.3 Z Canis Majoris
Z Canis Majoris (Z CMa) est une e´toile de type FU Orionis. Les objets de ce type sont
interpre´te´s comme e´tant des e´toiles jeunes (plus jeunes que les e´toile de type T Tauri et
peut-eˆtre les pre´curseurs de ces dernie`res) dont la luminosite´ est domine´e par celle du
disque d’accre´tion.
A partir de donne´es acquises au T3.60 m du CFH en novembre 1989, j’ai de´couvert la
contrepartie visible du compagnon dit infrarouge observe´ par Koresko et al. (1991) et Haas
et al. (1993). A la longueur d’onde des observations (700 nm), j’ai estime´ les parame`tres
suivants pour ce syste`me double :
orientation : θ = 126◦± 5◦
se´paration : ρ = 0.′′110± 0.′′010
diffe´rence de magnitude : ∆mR = 2.5± 0.2
Les parame`tres de positions sont en accord avec les mesures de Koresko et al. (1991) —
θ = 120◦ ± 4◦, ρ = 0.′′100 ± 0.′′007 — et celles de Haas et al. (1993) — θ = 122◦ ± 2◦,
ρ = 0.′′100± 0.′′010.
Koresko et al. (1991) ont pu se´parer les deux composantes de Z CMa (Z CMa NO et
Z CMa SE) pour plusieurs longueurs d’onde dans l’infrarouge de 1.27 µm a` 4.8 µm et
obtenir de cette fac¸on un spectre a` tre`s basse re´solution de l’e´mission de chacune des
2Pour un te´lescope de 3.60 m, la se´paration de ≃ 0.′′085 permet de distinguer la contribution a` la
luminosite´ des deux composantes de DF Tau jusqu’a` une longueur d’onde de 1.4 µm (voire ∼ 3µm en
ajustant un mode`le ce qui permet une sur-re´solution)
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composantes. Pour expliquer la forme de ces spectres ainsi que les mesures photome´triques
pour tout le syste`me en UBVRI et dans l’infrarouge lointain jusqu’au sub-millime´trique,
ils ont propose´ un mode`le a` trois composantes de cet objet complexe :
 l’e´mission de Z CMa SE est domine´e par un disque d’accre´tion de type FU Orionis ;
cette composante rend compte du flux visible et UV du syste`me ;
 Z CMa NO est mode´lise´ par une sphe`re optiquement e´paisse de poussie`res e´jecte´es
ou accre´te´es par un objet central massif ; cette composante explique le spectre dans
l’infrarouge proche ;
 un disque d’accre´tion suffisamment grand (≥ 400 UA) pour englober le syste`me ; en
plus du chauffage par la viscosite´, un chauffage de ce disque par Z CMa SE peut
expliquer le spectre relativement plat de ce disque qui domine dans l’infrarouge
lointain.
Haas et al. (1993) ont observe´ une variabilite´ de la luminosite´ des deux composantes de
Z CMa de 1986.72 a` 1990.93 en H et en K. L’inde´pendance des variations de Z CMa SE
et Z CMa NO renforce, a` leur avis, l’interpre´tation par Koresko et al. (1991) de ces deux
composantes comme e´tant d’origine stellaire. Ces fluctuations seraient lie´es a` des sursauts
d’accre´tion. Re´cemment, Roddier et al. (1994) ont observe´ Z CMa avec leur syste`me
d’optique adaptative a` 1.28 µm et 1.65 µm. A cette dernie`re longueur d’onde, ils ont
trouve´ que le compagnon auparavant le plus brillant e´tait maintenant le plus faible.
Afin de de´terminer les contraintes qu’apportent nos mesures par rapport au sche´ma pro-
pose´ par Koresko et al. (1991), j’ai tente´ de reproduire leur mode´lisation de la distribution
spectrale d’e´nergie de l’UV au proche infrarouge.
Pour mode´liser Z CMa SE, j’ai utilise´ le mode`le de disque d’accre´tion de´crit par Bertout
et al. (1988). J’ai seulement conside´re´ le chauffage du disque par la viscosite´ et ne´glige´
la contribution de l’e´toile a` ce chauffage. J’ai aussi simplifie´ la mode´lisation de l’e´toile
centrale que je repre´sente par un corps noir de rayon R∗. Dans la mesure ou`, pour un
objet de type FU Orionis, la luminosite´ de l’e´toile est faible par rapport a` celle du disque,
ces approximations devraient avoir peu d’effet sur les parame`tres du disque mode´lise´. Par
contre, contrairement a` la prescription de Bertout et al. (1988) pour la mode´lisation d’un
disque d’accre´tion autour d’une e´toile de type T Tauri, j’ai duˆ prendre l’e´paisseur de la
couche limite entre le disque et l’e´toile comme un parame`tre ajustable. Comme Koresko
et al. (1991), j’ai incorpore´ au spectre de Z CMa SE les mesures en UBV de Herbst et al.
(1987). Par contre, j’ai recalcule´ le flux de Z CMa SE en R d’apre`s le rapport de flux des
deux composantes de´duit de nos observations et d’apre`s le flux total mesure´ par Herbst et
al. (1987) dans cette bande. Pour tenir compte de l’extinction par le milieu interstellaire,
j’ai applique´ un rougissement avec AV = 0.81 magnitude (Claria, 1974). J’ai adopte´ une
distance de 1150 pc pour Z CMa (Claria, 1974). Les parame`tres que j’ai obtenus pour ce
mode`le sont sensiblement les meˆmes que Koresko et al. (1991), la puissance fournie par
l’accre´tion Lacc valant le double de la luminosite´ du disque :
6.3. Z Canis Majoris 139
1e35
1e36
1e37
0.1 1 10 100
de
ns
ite
 d
e 
lu
m
in
os
ite
 (e
rg/
s)
longueur d’onde (microns)
Fig. 6.6 – Distribution spectrale de l’e´nergie (i.e. 4πd2λFλ) e´mise par le syste`me Z CMa.
Les mesures de Koresko et al. (1991) sont repre´sente´es par des triangles △ pour la compo-
sante SE et par des losanges ⋄ pour la composante NO. Le spectre total est repre´sente´ par
des carre´s ⊓⊔ (Koresko et al., 1991, IRAS Point Source Catalog pour l’infrarouge lointain
et Herbst et al., 1987, en UBVRI). Mes mesures en R sont repre´sente´es par les symboles
△⊓ et ⊓⊔⋄. En trait plein, le mode`le de disque d’accre´tion pour la composante SE. En tirete´,
le spectre de la sphe`re de poussie`res propose´e par Koresko et al. (1991) pour expliquer le
flux dans l’infrarouge proche de la composante NO. En pointille´s, le spectre du corps noir
qui prend en compte nos mesures en R pour la composante NO.
rayon de l’e´toile centrale : R∗ = 13± 1R⊙
luminosite´ de l’e´toile centrale : L∗ = 80± 60L⊙
puissance accre´te´e : Lacc = 1280± 60L⊙
e´paisseur de la couche limite : δ = 1.5× 10−5 ± 0.3× 10−5R∗
La figure 6.6 montre le bon accord de ce mode`le avec les mesures. La luminosite´ de l’e´toile
centrale est ne´gligeable compare´e a` celle du disque, ce qui valide mes approximations. La
puissance fournie par l’accre´tion est lie´e au taux d’accre´tion M˙ :
Lacc =
GM∗M˙
R∗
. (6.14)
Avec les parame`tres que j’obtiens : M˙ ∼ 5 × 10−4(M⊙/M∗)M⊙ an−1 a` comparer a` M˙ ∼
8× 10−4(M⊙/M∗)M⊙ an−1 chez Koresko et al. (1991).
Comme Koresko et al. (1991), j’ai tente´ de reproduire la distribution d’e´nergie de
Z CMa NO par celle d’un corps noir (i.e. la sphe`re de poussie`res). Sans tenir compte
de la mesure que nous apportons a` 0.7 µm, un corps noir de luminosite´ 2410 ± 40L⊙
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et de rayon 1730± 30R⊙ correspondant a` une tempe´rature de 970 K repre´sente bien les
mesures de 0.9 µm a` 4.8 µm (cf. figure 6.6). Cette luminosite´ est un peu plus importante
que celle mesure´e par Koresko et al. (1991) car j’ai tenu compte de l’extinction. Le corps
noir qui repre´sente le mieux les mesures de 0.7 µm a` 4.8 µm (donc y compris la valeur
de´duite de nos observations) est beaucoup plus chaud (≃ 1600 K) et a une luminosite´ de
1670 ± 50L⊙ et un rayon de 534 ± 14R⊙. Quelle que soit la tempe´rature du corps noir,
cette mode´lisation repre´sente tre`s mal les observations (cf. figure 6.6).
Il apparait donc que les mesures que j’obtiens a` 0.7 µm remettent en question la
mode´lisation de Z CMa NO propose´e par Koresko et al. (1991). J’ai envisage´ diverses
autres possibilite´s pour tenter de reproduire les observations :
 Les mesures sont parfaitement compatibles avec mon mode`le de disque d’accre´tion
que j’ai de´crit pour Z CMa SE — L∗ ne´gligeable, Lacc = 3789 ± 34L⊙, Rmin =
395 ± 5R⊙ et δ = 1.4 × 10−3 ± 5 × 10−5R⊙ — avec un taux d’accre´tion de ∼
5 × 10−2(M⊙/M∗)M⊙ an−1 ; mais ce mode`le doit eˆtre rejete´ car il implique une
dure´e de vie de la phase d’accre´tion de seulement ∼ 20(M∗/M⊙)2 an (Koresko et al.,
1991).
 Etant donne´ la dimension (∼ 8 U.A.) du rayon de l’objet infrarouge propose´ par
Koresko et al. (1991) pour expliquer Z CMa NO, j’ai teste´ un mode`le dans lequel
un disque d’accre´tion e´merge d’une sphe`re de poussie`re optiquement e´paisse (par
exemple e´jecte´e par l’e´toile centrale), le nuage de poussie`re e´tant suffisament grand
pour masquer l’e´toile centrale (qui de toute fac¸on contribue peu au flux) et surtout
la couche limite (qui rayonne la moitie´ de la puissance fournie par l’accre´tion). Les
parame`tres que j’obtiens pour ce mode`le sont : Ldisque = 940 ± 80L⊙, Lsphe`re =
700 ± 300L⊙ et Rsphe`re = 240 ± 70R⊙. J’ai rejete´ ce mode`le car il reproduit tre`s
imparfaitement les mesures.
 Clairement, il faudrait des observations a` haute re´solution angulaire pour d’autres
longueurs d’onde du visible afin d’eˆtre a` meˆme de tester un mode`le dans lequel
Z CMa NO est repre´sente´e par deux sources (corps noirs ?) distinctes.
La de´tection dans le visible (a` 0.7 µm) du compagnon de Z CMa repose donc le proble`me de
l’interpre´tation de la nature de cette source. Sans avoir trouve´ d’alternative convainquante
au mode`le de Koresko et al. (1991), je peux toutefois remettre leur mode`le en question.
D’autre part, a` partir de nos donne´es en comptage, je ne de´tecte pas de trace du grand
disque (∼ 400 × 100 UA) de poussie`res pre´vu par Koresko et al. (1991) et observe´ avec
l’optique adaptative (Rigaut et al., 1991) par Malbet et al. (1993) autour de Z CMa dans
l’infrarouge (en L’ et en M). Le fait que le disque ne soit pas visible a` 700 nm peut s’expli-
quer par la taille des grains de poussie`re : trop gros pour diffuser efficacement la lumie`re
dans le visible. Toutefois, des observations re´centes dans l’infrarouge en interfe´rome´trie
des tavelures (Haas et al., 1993; Teissier, 1993) et avec l’optique adaptative n’ont pas
permis de confirmer l’existence de ce disque.
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6.4 χ Cygni
χ Cygni est une e´toile ge´ante rouge e´volue´e de type Mira de pe´riode assez longue
(P ≃ 405 jours) et qui pre´sente la particularite´ de pre´senter un spectre de type M a`
son maximum d’intensite´ et de type S a` son minimum d’intensite´. Nous avons observe´e
χ Cygni pratiquement a` son maximum d’intensite´ au te´lescope de 4.20 m WHT (Cana-
ries) en mai 1993 et en juillet 1993. Ces donne´es sont en cours de re´duction. Ne´anmoins il
apparaˆıt de´ja` que la structure spatiale de χ Cygni est tre`s diffe´rente suivant la longueur
d’onde (raies d’e´mission Hα et Hβ et bandes d’absorption du TiO). La figure 6.7 montre
que, dans la bande d’absorption du TiO a` 496 nm, χ Cygni est largement re´solue (largeur
a` mi-hauteur ∼ 0.′′160 soit ∼ 20 U.A. a` la distance de 125 pc de χ Cygni) et marginale-
ment asyme´trique contrairement a` Mira (o Ceti) qui pre´sente une asyme´trie importante
(∼ 15− 30%, Karovska et al., 1991).
Les observations d’une e´toile de type Mira dans des raies d’absorption plus ou moins
fortes du TiO permettent de sonder la structure verticale de l’atmosphe`re e´tendue de
l’e´toile (Labeyrie et al., 1977; Bonneau et al., 1982). C’est un moyen de mesurer le profil
tri-dimensionnel de tempe´rature et, en inversant l’e´quation de transfert du rayonnement,
d’obtenir un mode`le semi-empirique de l’atmosphe`re de ce type d’e´toile. Cette possibilite´
permet de supple´er aux mode`les the´oriques qui font l’hypothe`se d’une atmosphe`re plan-
paralle`le (Tsuji, 1987) ou le´ge`rement sphe´rique (Plez et al., 1992) fortement remise en
question compte tenu du diame`tre de ce type d’e´toile (∼ quelques 10 U.A.).
Par ailleurs, ces observations me permettront de suivre l’e´volution de la structure spatiale
de χ Cygni avec la phase du cycle. Et donc d’e´tudier les modes de pulsation et de mettre
en e´vidence des zones de chocs et peut eˆtre de formation potentielle des grains.
10 UA
WHT
Fig. 6.7 – Image de χ Cygni dans une bande d’absorption du TiO a` 496 nm.
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We present a maximum-likelihood approach to improve blind deconvolution of an image. Blind deconvolution
is performed through the minimization of an error function by use of the conjugate gradient method, as
suggested by Lane [J. Opt. Soc. Am. A 9, 1508 (1992)]. We show how to implement strict constraints, such
as image positivity, using a reparameterization. As an example, the point-spread function can be described
by phase aberrations in the case of speckle imaging. The improvement brought by the use of strict rather
than loose constraints is demonstrated on both simulated and real data. Different noise levels and object
types are considered.
1. BLIND DECONVOLUTION
A. History
Generally an observed image gsxd can be described as
a convolution of the object brightness distribution f sxd
by a point-spread function (PSF) hsxd accounting for the
acquisition chain and the transfer medium:
gsxd ­ h p f sxd
FT
! Gsud ­ H sudF sud, (1)
where x and u are the two-dimensional position and spa-
tial frequency, respectively,
FT
! stands for Fourier trans-
formation, and the uppercase letters denote the Fourier
transforms of the corresponding lowercase letters.
For recovery of the object brightness distribution f sxd
the usual procedure consists in deconvolving gsxd (e.g., by
means of Lucy–Richardson’s method1,2), but this requires
knowledge of the PSF hsxd. When no reliable measure-
ment of hsxd is available, one can wonder whether it is
possible to obtain both f sxd and hsxd given their con-
volution product gsxd. This problem is known as blind
deconvolution.3 Lane and Bates4 have demonstrated the
theoretical feasibility of blind deconvolution in the multi-
dimensional case (at least two dimensions are needed):
they deduce from the so-called zero sheet of gsxd the
zero sheets of f sxd and hsxd that uniquely characterize
the original image and the PSF. Using their algorithm,
they successfully deconvolved simulated data. However,
in practice, they encountered difficulties that were due to
numerical rounding errors and to the noise that corrupts
the data.
Ayers and Dainty5 have suggested a practical method
capable of blind deconvolution of noisy data. They used
a Gerchberg–Saxton-like algorithm6 for which knowledge
of the positivity and of the convolution product of the
two functions to be estimated is used as a constraint.
However, such a method becomes unstable for a fairly
large amount of noise.
Davey et al.7 have improved the method of Ayers and
Dainty by the use of Wiener filtering. They have also
used support constraints instead of positivity constraints
in the image plane, permitting the reconstruction of
complex-valued, as well as real-valued, images.
Holmes8 has performed blind deconvolution of images
following Poisson statistics using a maximum-likelihood
approach. His algorithm consists of two simultaneous
Lucy–Richardson-like deconvolutions1,2 to obtain f and h.
Strict positivity is therefore ensured. Holmes has also
investigated the effect of further explicit constraints such
as symmetry or band-limited constraints for the PSF.
In the case of turbulence-degraded images Schulz9 has
improved the approach of Holmes.8 He has implemented
additional constraints such as phase aberration to de-
scribe the PSF. He has also used several short-exposure
images with different PSF’s but the same object—the so-
called multiframe blind deconvolution.
To our knowledge, one of the most robust approaches
was suggested by Lane10: he has performed blind decon-
volution by minimizing a penalizing function that mea-
sures the deviation of h p f from the observed convolution
produce g and the violation of positivity and possibly of
support constraints for f and h.
B. Our Approach
When we were dealing with substantially noisy data, it
appeared to us that it was crucial to gain in robustness
by combining the rigor of Holmes’ maximum-likelihood
approach8 and the flexibility of Lane’s method.10
The first problem to consider in order to apply blind
deconvolution to real data is the noise that contaminates
the measurements. As one does not want to fit this
noise, then, rather than searching for an exact solution
h p f ­ g, one must tolerate any model h p f consis-
tent with the observed image g. Thus the maximum-
0740-3232/95/030485-08$06.00 1995 Optical Society of America
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likelihood formalism will give the framework of our
approach (Section 2 below).
In order to be able to solve the blind deconvolution prob-
lem numerically, one usually uses a suitable discrete basis
of functions to represent f , h, and g (e.g., pixel intensi-
ties). In this case, if the same basis is used for f , h, and
g, there are more parameters to fit than available mea-
surements: the problem is ill conditioned and needs to be
regularized. The solution consists in reducing the num-
ber of free parameters and/or taking into account more
information. For instance, since a brightness distribu-
tion is a positive function, any solution with some nega-
tive values is unphysical. Therefore, one has, at least,
the a priori information that f and h are positive. Al-
though the improvement brought by positivity cannot be
interpreted in terms of reduction of the number of de-
grees of freedom, it may be sufficient to ensure the unic-
ity of the solution.5 The maximum-likelihood formalism
permits us to incorporate a priori constraints through the
probabilities of f and h. Following Lane,10 the a priori
constraints can be loosely enforced by means of a pe-
nalizing function (Section 3 below). We expect, however,
better behavior of the blind deconvolution algorithm if
the a priori constraints are strictly enforced, as explained
in Section 4. In the case of turbulence-degraded short-
exposure images we reduce the number of degrees of free-
dom for the blind deconvolution process by the use of a
phase aberration description for the PSF, as explained in
Subsection 4.B.2.
Finally, we illustrate in Section 5 the efficiency of our
additional constraints on simulated data and on real data.
2. MAXIMUM LIKELIHOOD WITH
A PRIORI CONSTRAINTS
A. General Formalism
We suggest solving the blind deconvolution problem by a
maximum-likelihood approach: we maximize the proba-
bility Prsh p f jgd of the model h p f given the measure-
ments g and some a priori information on f and h. The
Bayes theorem leads to
Prsh p f jgd ­
Prsg jh p f dPrs f dPrshd
Prsgd
. (2)
Since Prsgd does not depend on the model, maximiz-
ing Prsh p f jgd with respect to f and h is equivalent to
minimizing
e ­ 2logfPrsg jh p f dg 2 logfPrs f dg 2 logfPrshdg .
For the sake of simplicity, we rewrite e as
e ­ eg 1 ef 1 eh , (3)
where
eg ­ 2logPrsg jh p f dg , (4)
ef ­ 2logPrs f dg , (5)
eh ­ 2logPrshdg . (6)
The minimization of eg constrains the model f p hsxd
to be consistent with the observed image gsxd; this en-
sures robustness with respect to the noise. The two other
quantities, ef and eh, permit us to incorporate a priori
knowledge about the object brightness distribution and
the PSF as shown below.
B. Conjugate Gradient Minimization
As we stated in Subsection 2.A above, the blind decon-
volution is performed through the minimization of an
error function e. Following Lane,10 we have performed
this minimization using the conjugate gradient method.
The choice of conjugate gradient is dictated by its effi-
ciency in terms of both convergence and memory allo-
cation when the number of parameters is of the order
of the number of pixels in the image. The drawback of
the conjugate gradient approach is that it requires the
analytical expression of the gradient of the error to be
minimized with respect to the parameters. Using the
following set of equations, one can easily derive those
gradients.
For convenience, we denote the gradient of e with re-
spect to a sampled function f sxid by
df
esxid
?
­
≠e
≠f sxid
, (7)
where xi stands for the discrete spatial coordinates (in
the same manner we will denote the discrete spatial fre-
quency by uj ). As we demonstrate in Appendix A below,
the discrete Fourier transform Df
esuj d of df
esxid is simply
Df
esuj d ­
1
N2
(
≠e
≠ RefF suidg
1 j
≠e
≠ ImfF suidg
)
, (8)
where Re and Im stand for the real and imaginary parts,
respectively, and N2 is the number of samples. The dis-
crete Fourier transform of the gradient of e with respect
to the components of a convolution product can then be
rewritten as
Df
esuj d ­ H
psuj dDhpf
esuj d , (9)
Dh
esuj d ­ F
psuj dDhpf
esuj d . (10)
C. Definition of eg
When the statistical nature of the noise is known, it is
easy to define eg following Eq. (4). For instance, if the
observed image is the result of a Poisson process, then
eg ­
P
i
h p f sxid 2
P
i
gsxidlogfh p f sxidg , (11)
where we have omitted the term
P
i logfgsxid!g since it
does not depend on the model. Otherwise, if the noise
follows a Gaussian law, then
eg ­
1
2
X
i
"
h p f sxid 2 gsxid
ssxid
#2
, (12)
where ssxid is the standard deviation of gsxid.
If the statistics of the noise is unknown, one can default
to the least-squares approach with
eg ­
P
i
fh p f sxid 2 gsxidg
2. (13)
In this case robustness with respect to the noise is pre-
served, although the solution obtained will no longer cor-
161
E. Thie´baut and J.-M. Conan Vol. 12, No. 3 /March 1995/J. Opt. Soc. Am. A 487
respond to the maximum likelihood unless the noise is a
uniform Gaussian one. For the sake of generality and
simplicity, we will restrict ourselves to this definition of
eg hereinafter. Thanks to Parseval’s theorem, eg is also
given by
eg ­ N
2
P
j
jF suj dH suj d 2 Gsuj dj
2. (14)
The exact expression of Parseval’s theorem for a dis-
crete Fourier transform depends on the definition used
for the discrete Fourier transform (the reader is referred
to Appendix A below for our choice of conventions). The
discrete Fourier transform of the gradient of the convolu-
tion error eg with respect to f then reads as
Df
egsuj d ­ 2H
psuj dfF suj dH suj d 2 Gsuj dg . (15)
3. LOOSE A PRIORI CONSTRAINTS
If the a priori constraints are exactly verified (e.g., posi-
tivity), then, in order to preserve the maximum-likelihood
approach, one should define the probabilities of f and h
as, e.g.,
Prs f d ­
(
0 if f violates the constraints
1yVf otherwise
, (16)
where 1yVf ensures that
P
Prs f d ­ 1. Such probabili-
ties cannot, however, be incorporated by means of ef or
eh as defined in Eqs. (5) and (6). Nevertheless, follow-
ing Lane,10 one can take into account the a priori knowl-
edge by defining ef and eh as penalizing functions that
measure the deviation from the constraints. Following
the least-squares approach, we can achieve this by defin-
ing ef and eh as the quadratic sum of pixel intensities at
which the constraints are violated:
ef ­
P
i
jf sxidf sxid
2, (17)
eh ­
P
i
jhsxidhsxid
2, (18)
where, e.g.,
jf sxid ­
(
0 if f sxid violates the constraints
af otherwise
, (19)
in which af is a positive parameter used to set the weight
of the constraints. If one wants to enforce positivity and
support, the a priori constraints are violated if f sxid , 0
or if xi ” support of f .
Usually, there is an instrumental cutoff frequency, be-
yond which H sud is known to be zero. In the same man-
ner in which a support constraint can be enforced for the
PSF, we can add a band-limited constraint by redefining
eh as
eh ­
P
i
jhsxidhsxid
2 1
P
j
zhsuj djH suj dj
2, (20)
with
zhsuid ­
(
bh if kujk . uc
0 otherwise
, (21)
where uc is the cutoff frequency and bh is a weight used
to adjust the strength of the band-limited constraint.
Extrapolating the values of F suj d beyond uc is known
as superresolution and should be avoided.11 This can
be achieved with a definition of ef similar to Eq. (20).
Moreover, in severe noise conditions, the problem may
remain ill conditioned despite the enforcement of all the
above constraints. According to Lannes et al.,11 the ef-
fective cutoff frequency of the reconstructed image may
need to be lowered (e.g., with a band-limited constraint).
In other words, only a smoothed version of f can be re-
covered with confidence.
Furthermore, as noted by Holmes,8 the use of band-
limited constraints avoids the trivial and undesirable so-
lution h f sxd, hsxdj ­ hgsxd, dsxdj, where dsxd is the Dirac
function.
4. STRICT A PRIORI CONSTRAINTS
The enforcement of constraints as described in Section 3
above presents at least two disadvantages. First, as
the constraints are loosely enforced, some deviation from
these constraints is tolerated that is inadequate for prop-
erties known to be exactly verified (e.g., positively). In
order to limit the discrepancy with respect to exact con-
straints, one can choose higher weights saf , ah, bh, . . .d
for the loose a priori constraints. This leads to the sec-
ond disadvantage: since the penalizing functions do not
directly derive from probabilities, there is no rigorous way
to set the values of those weights and the maximum-
likelihood approach is broken. Furthermore, since the
solution depends on the choice of the weights for the loose
constraints, the corresponding algorithm is not robust.
To overcome these disadvantages and to gain in robust-
ness, we suggest changing the parameterization of both f
and h so that constraints such as positivity are implic-
itly guaranteed. This turns out to be equivalent to in-
corporating the exact probability given in Eq. (16) in the
maximum-likelihood formalism.
Finally, there are still many pairs of positive func-
tions of which the convolution product is compatible with
gsxd. For instance, if h f sxd, hsxdj is the expected so-
lution, hhsxd, f sxdj, hlf sxd, hsxdylj (with l . 0), and
h f sx 2 x0d, hsx 1 x0dj (where x0 is an arbitrary shift)
are solutions as well. These degeneracies prevent one
from distinguishing between the object brightness dis-
tribution and the PSF and from measuring their energy
and position. To fix these degeneracies (except for the
position), we use a different representation for f and h
and we force the PSF to have unit energy.
A. Strict Constraints for the Object
Brightness Distribution
Following Biraud’s approach,12 in order to have a posi-
tive object brightness distribution, we rewrite f sxid as
f sxid ­ cf sxid
2. (22)
Then the gradient of the error function e with respect to
the new set of parameters is
dcf
esxid ­ 2cf sxiddf
esxid , (23)
where df
esxid comes from the inverse discrete Fourier
transform of Eq. (9).
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Other reparameterizations that ensure the positivity
of f sxd are possible he.g., f sxd ­ expfcf sxdg and f sxd ­
jcf sxdjj. We have limited ourselves to the reparameter-
ization given in Eq. (22). Moreover, we can use this repa-
rameterization to enforce a strict support constraint: it
is sufficient to start with an estimate of the object bright-
ness distribution whose pixel values are set to zero out-
side the support [this property comes from the expression
of the gradient in Eq. (23) and from the fact that the
conjugate gradient is a linear combination of the succes-
sive gradients]. This can be a disadvantage if, by acci-
dent, some pixel intensities become zero, but this is highly
unlikely.
B. Strict Constraints for the Point-Spread Function
1. Energy and Positivity
A PSF is positive and has unit total energy. The follow-
ing reparameterization ensures such properties for h:
hsxid ­
chsxid
2P
i0
chsxi0 d2
. (24)
Then the gradient of the error function e with respect to
the new set of parameters is
dch
esxid ­ 2
chsxidf1 2 hsxidgP
i0
chsxi0 d2
dh
esxid . (25)
With such a reparameterization, eh in Eq. (20) reduces to
the band-limited term.
2. Phase Aberrations
Blind deconvolution is of interest in the case of speckle
imaging, in which the PSF can be described by phase aber-
rations in the pupil plane.9,13 When we use the discrete
Fourier transform approximation, the PSF becomes
hsxid ­
ØØØØØØ
X
j
P suj dexp
8<
:j
"
2pujxi
N
2 fsuj d
#9=
;
ØØØØØØ
2
, (26)
where P suj d is the normalized amplitude transmission
of the optical system. Using the phase fsuj d as a new
parameter substantially reduces the number of degrees
of freedom. Therefore the robustness of the blind de-
convolution process is much improved. The positivity of
hsxid is guaranteed by Eq. (26). Moreover, as noted by
Schulz,9 such a definition for the PSF prevents it from
being a Dirac delta function.
The gradient of hsxid with respect to fsujd is then
≠hsxid
≠fsujd
­ 2 ImfapsxidAsuj dexps j2pujxiyN dg , (27)
where asxid and its discrete Fourier transform Asuj d ­
P suj dexpf2jfsuj dg are the amplitude distributions in the
focal plane and the pupil plane, respectively.
The gradient of the error function e with respect to
fsujd is related to the gradient of e with respect to
hsxid by
df
esuj d ­ 22 ImfA
psuj d
P
i
dh
esxidasxid
3 exps2j2pujxiyN dg , (28)
where the summation over the discrete positions is
equivalent to a discrete Fourier transformation of
dh
esxidasxid.
In this particular case a widely used basis to describe
phase aberrations is the Zernike polynomials. If this
basis is to be used, the free parameters fsujd become the
Zernike coefficients and one must change the expression
of the gradients accordingly. Such a parameterization
gives better control on the number of free parameters.
5. APPLICATIONS
We applied blind deconvolution algorithms to both simu-
lations and real data. This permitted us to compare the
efficiency of loose and strict constraints: we have ob-
served that the use of strict rather than loose positivity
leads to better results (as shown in Subsection 5.A below)
and to faster convergence (roughly 3 3 103 iterations in-
stead of roughly 104).
Therefore we suggest building a blind deconvolution al-
gorithm essentially based on strict constraints. When no
reparameterization accounting for several simultaneous
strict constraints can be found, loose and strict constraints
may be combined. This leads to the following scheme:
(1) The least-squares definition of eg is used following
Eq. (13).
(2) Strict positivity is enforced for f , according to
Eq. (22).
(3) If the PSF can be described by phase aberrations, h
is given by Eq. (26); otherwise, strict positivity is enforced
according to Eq. (24).
(4) A further loose band-limited constraint [e.g.,
Eq. (20)] with unit weight is sometimes used.
(5) The routine frprmn in Ref. 14 is used to perform
the conjugate gradient minimization of e, and we stop the
algorithm when the value of e remains constant.
This is the scheme that we have used to obtain the re-
sults presented below (except for the loose positivity result
in Fig. 1). With our 30-Mflops workstation the blind de-
convolution of a 128 3 128 image took approximately 1 h.
We have checked the robustness of the algorithms by com-
paring the results obtained from several random starting
estimates.
A. Blind Deconvolution of Partially Corrected Images
Partially corrected long-exposure images obtained with
an adaptive optics system are very smooth on account
of the poor correction.15 However, the PSF of such a
system shows a small sharp coherent core on top of a
wide low-resolution halo. The high-resolution informa-
tion contained in the coherent core is preserved, though
it is usually very weak. In this case blind deconvolution
is well suited to correct for the effects of this PSF in order
to retrieve a high-resolution image of the object.
We have simulated16 a long-exposure image of a re-
solved astronomical object obtained through an adap-
tive optics system providing only a partial correction.
We took roughly the COME-ON-PLUS characteristics17:
4-m telescope, 36-mode correction, 30-Hz servo-loop band-
width, 40-m s21 wind speed, and 0.9-arcsec seeing at
0.5 mm. At the imaging wavelength, 0.7 mm, such a sys-
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Fig. 1. Blind deconvolution of a partially corrected noise-free
image: (a) original PSF (left) and object (right), (b) noise-free
degraded image, (c) reconstructed PSF (left) and object (right)
with strict positivity constraints, (d) reconstructed PSF (left) and
object (right) with loose positivity constraints.
tem gives a poor correction: 1.4% Strehl ratio, assum-
ing noise-free wave-front sensing. The field of view is
2.3 arcsec. The blind deconvolution results in the ab-
sence of noise in the degraded image are shown in Fig. 1;
in this case the error function is simply e ­ eg, given in
Eq. (13), and a strict positivity constraint was used for
f and h [see Eqs. (22) and (24)]. We know that such a
PSF is actually a convolution product itself15—the tele-
scope PSF convolved with some residual PSF. In order
to speed up the blind deconvolution process, we chose g
and a large Gaussian as initial guesses for f and h, re-
spectively. With such guesses the final estimate of f is
usually the object brightness distribution still convolved
with the telescope PSF. The recovered object shown in
Fig. 1 is indeed smoother than the original one. A blind
deconvolution using loose instead of strict positivity con-
straints for f and h leads to a poor estimate of the object,
as shown in Fig. 1.
Figure 2 shows a more realistic case in which the pho-
ton noise was taken into account. The numbers of pho-
tons in the long-exposure images are 2 3 108 and 105.
With a visual magnitude of 12.5, which is bright enough
for wave-front sensing without alteration of the correc-
tion in our case, these two cases correspond to a 1-min
exposure time with a 0.1-mm bandwidth and a 1-s expo-
sure time with a 3-nm bandwidth, respectively. We have
assumed 40% optical transmission and 10% quantum ef-
ficiency. In addition to strict positivity constraints, a
loose band-limited constraint was used for both f and h.
The effective cutoff frequency was chosen according to the
noise level: it was set to 1y3 in the 2 3 108 photons case
and to 1y6 in the 105 photons case.
Fig. 2. Blind deconvolution of a partially corrected image with
photon noise. The original PSF and object are those shown in
Fig. 1. (a) Photon-limited degraded image with 2 3 108 pho-
tons, (b) reconstructed PSF (left) and object (right) with strict
positivity and loose band-limited constraints (uc was set to 1y3
of the telescope cutoff frequency), (c) photon-limited degraded
image with 105 photons, (d) reconstructed PSF (left) and object
(right) with the same constraints as those for (b) (with uc set to
1y6 of the telescope cutoff frequency).
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Fig. 3. Blind deconvolution of turbulence-degraded photon-
limited data: (a) original PSF (left) and object brightness distri-
bution (right), (b) noise-free degraded image, (c) photon-limited
degraded image with 104 photons, (d) reconstructed PSF (left)
and object (right) with strict positivity for the object and phase
aberration description for the PSF.
B. Simulated Photon-Limited Speckle Data
We have simulated photon-limited speckle data in order to
test the robustness of our approach. The turbulent phase
screen leading to the instantaneous PSF of the telescope
and the atmosphere was generated with the midpoint al-
gorithm of Lane et al.18; the Dyr0 ratio was 10. The ob-
ject is a quadruple star with magnitude differences 0.31,
0.75, and 1.5 with respect to the brightest component.
The separation between the brightest and faintest stars is
75% of the diffraction limit. In other words, superreso-
lution was needed for us to distinguish these two stars.
Although one must generally avoid superresolution in
order to obtain reliable results, this example shows that
superresolution may be achieved when the regulariza-
tion is sufficient. The object was constrained only to be
strictly positive; in particular, no support constraint was
used, and the first estimate of the object was uniform
noise over all the field. We used phase aberrations to de-
scribe the PSF, and the starting phase was uniform noise
between 2p and 1p over the pupil. Figure 3 shows the
result of blind deconvolution applied to this simulation
when the number of photons was 104. For fluxes of this
value or higher the result does not depend very much
on the starting estimates. We were still able to apply
blind deconvolution to the same object with fewer photons
(down to 103), but the validity of the result then depends
on the starting estimates; robustness is lost. Besides, we
expect an even more robust algorithm if eg is defined ac-
cording to Eq. (11), derived from Poisson statistics.
C. Blind Deconvolution of Real Data: Capella
Capella (a Aurigae) is a bright binary star (mV . 0.08,
separation . 55 3 1023 arcsec at the acquisition date).
Two hundred intensified CCD short-exposure images of
Capella were acquired at the 4.2-m William Herschel tele-
scope on La Palma, Canarias (Spain) during the night of
November 8, 1990, for the purpose of deconvolution by
wave-front sensing.19,20 We used one of these speckled
images to test our approach on real data. After back-
ground and pixel correlation correction this image was
blindly deconvolved in two steps:
(1) In order to get rid of the atmosphere-plus-telescope
PSF we blindly deconvolved the raw image with a PSF
described by phase aberrations (the central obstruction of
the telescope was taken into account).
(2) Then we again used blind deconvolution in order
to separate the detector PSF and the object brightness
distribution.
Figure 4 shows the speckle image of Capella, the esti-
mated atmosphere-plus-telescope PSF, the detector PSF,
and the reconstructed object. The magnitude difference
in the reconstructed image of Capella is 0.04, which
compares favorably with the value estimated by Michau
et al.19 and Marais et al.20 This demonstrates the ability
of our algorithm to process real data.
6. CONCLUSION
The maximum-likelihood formalism permits us to derive
a flexible algorithm for blind deconvolution that incorpo-
rates a priori knowledge necessary for robustness. This
algorithm is based on the minimization of an error func-
tion and may be easily modified to fit the nature of avail-
able data. We have demonstrated the gain brought by
the use of strict rather than loose a priori constraints for
properties known to be exactly verified: it improves sub-
stantially the robustness with respect to noise and may
preserve the maximum-likelihood approach.
We have demonstrated the ability of our method to re-
store diffraction-limited astronomical images from simu-
lated and real turbulence-degraded images. Ultimately,
our approach can be modified to include measurement of
the PSF and, therefore, to solve more general deconvolu-
tion problems than simply that of blind deconvolution.21
APPENDIX A
Let e be a real function of the set of values
h f s0d, . . . , f sN 2 1dj that defines a sampled monodi-
mensional real function. The gradient of e can be
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Fig. 4. Blind deconvolution of turbulence-degraded image of Capella: (a) observed short-exposure degraded image, (b) reconstructed
turbulence-plus-telescope PSF (left) and object convolved with detector response (right) with strict positivity for the object and phase
aberration description for the PSF, (c) reconstructed detector PSF (left) and Capella (right) with strict positivity for the object and for
the detector PSF; a further loose band-limited constraint was used for the latter.
written
≠e
≠f sxd
­
N21X
u­0
≠e
≠ RefF sudg
≠ RefF sudg
≠f sxd
1
≠e
≠ ImfF sudg
≠ ImfF sudg
≠f sxd
, (A1)
where F sud with u ­ 0, . . . , N 2 1 is the discrete Fourier
transform of the sampled function. The two sets of val-
ues, h f s0d, . . . , f sN 2 1dj and hF s0d, . . . , F sN 2 1dj, are
related by
f sxd ­
N21X
u­0
F sudexps j2puxyNd (A2)
DFT
°°°! F sud ­
1
N
N21X
x­0
f sxdexps2j2puxyNd ; (A3)
the above equations, which give a (possible) definition
of the discrete Fourier transform and the corresponding
inverse Fourier transform, also hold if f sxd is a complex
sampled function. In our case, as f sxd is a real sampled
function, Eq. (A1) becomes
≠e
≠f sxd
­
1
N
N21X
u­0
≠e
≠ RefF sudg
cos
√
j2p
ux
N
!
2
≠e
≠ ImfF sudg
sin
√
j2p
ux
N
!
, (A4)
which gives
≠e
≠f sxd
­ Re
√
N21X
u­0
(
≠e
≠ RefF sudg
1 j
≠e
≠ ImfF sudg
)
3
expf j2psuxyNdg
N
!
. (A5)
Since F sud is Hermitian, the term in braces is also Hermi-
tian and its inverse discrete Fourier transform is therefore
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real. Equation (A5) finally simplifies to
≠e
≠f sxd
­
1
N
N21X
u­0
(
≠e
≠ RefF sudg
1 j
≠e
≠ ImfF sudg
)
3 exp
√
j2p
ux
N
!
. (A6)
This is equivalent to computing an inverse discrete
Fourier transform (apart from the factor 1yN). The two-
dimensional case can be straightforwardly extrapolated:
in this case the factor is 1yN2, where N2 is the total
number of samples.
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Annexe H
Proprie´te´s de la transforme´e de
Knox-Thompson et du bispectre
Pour appliquer les me´thodes de Knox-Thompson et du bispectre, on inte´gre des sous-plans
de 〈I (KT)(u,v)〉 et de 〈I (3)(u,v)〉 (cf. section 1.6). A partir des proprie´te´s de support et
de syme´trie de 〈I (KT)(u,v)〉 et de 〈I (3)(u,v)〉, je montre quels sont les points de mesure
(i.e. les couples de fre´quences spatiales (u,v)) inde´pendants qu’il faut se´lectionner pour
reconstruire comple`tement le spectre de Fourier de l’objet.
H.1 Support
Si les spectres de Fourier des images courte pose ont le meˆme support borne´ S alors le
support de I (KT)(u,v) est :
S (KT) = {(u,v), u ∈ S, et (u+ v) ∈ S} (H.1)
tandis que celui du bispectre est :
S (3) = {(u,v), u ∈ S, v ∈ S et (u+ v) ∈ S} (H.2)
Pour un te´lescope, les images instantane´es pre´sentent une fre´quence de coupure spatiale
finie uc = D/λ ; dans ce cas, les supports du spectre des images, de I
(KT)(u,v) et du
bispectre sont respectivement :
S = {u, ‖u‖ ≤ uc} (H.3)
S (KT) = {(u,v), ‖u‖ ≤ uc, et ‖u+ v‖ ≤ uc} (H.4)
S (3) = {(u,v), ‖u‖ ≤ uc, ‖v‖ ≤ uc, et ‖u+ v‖ ≤ uc}. (H.5)
Les figures H.1 et H.2 montrent respectivement les supports de I (KT)(u,v) et de I (3)(u,v)
dans le cas d’images monodimensionnelles ayant une fre´quence de coupure uc.
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uc
uc
−u c
−u c
u
v
Fig. H.1 – Repre´sentation du support de la transforme´e de Knox-Thompson d’images
monodimensionnelles.
u
v
−u c
uc
uc
−u c
Fig. H.2 – Repre´sentation du support du bispectre d’images monodimensionnelles.
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En deux dimensions, la transforme´e de Knox-Thompson et le bispectre sont des fonctions
d’un espace a` quatre dimensions. Afin d’en faciliter la repre´sentation, la position spatiale
discre`te u peut eˆtre associe´e de fac¸on isomorphe a` un indice monodimensionnel u comme
suit :
u = (ux, uy) ∼ u = ux + (2uN + 1)uy, (H.6)
ou` uN est l’indice de la fre´quence spatiale de Nyquist, soit la moitie´ du nombre de points
d’e´chantillonnage dans une direction, et
(ux, uy) ∈ {−uN, 1− uN, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , uN − 1, uN}2 (H.7)
sont les coordonne´es discre`tes de u. En associant de cette fac¸on la fre´quence spatiale
e´chantillonne´e u et l’indice u, d’une part, et v et l’indice v, d’autre part, on peut re´crire
la transforme´e de Knox-Thompson et le bispectre comme des fonctions a` deux variables 1
(i.e. les deux indices u et v). Graˆce a` ce changement de variables, il est possible de
repre´senter en deux dimensions le support du bispectre d’images bidimensionnelles (cf.
figure H.3). Cette relation univoque qui associe un vecteur (de coordonne´es discre`tes sur
un support borne´ S) a` un indice posse`de la proprie´te´ de line´arite´ suivante :
si (u+ v) ∈ S alors (u+ v) ∼ (u+ v) (H.8)
Si cette condition est ve´rifie´e, la transforme´e de Knox-Thompson et le bispectre peuvent
s’e´crire tre`s simplement :
〈I (KT)(u, v)〉 = 〈I(u)I∗(u+ v)〉, (H.9)
〈I (3)(u, v)〉 = 〈I(u)I(v)I∗(u+ v)〉, (H.10)
ou`, bien entendu, I(u) ∼ I(u). La possibilite´ de pouvoir repre´senter de fac¸on unique un
vecteur de coordonne´es discre`tes sur un support borne´ par un indice entier est vraie pour
un nombre quelconque de dimensions.
H.2 Syme´tries
Si les images i(x) sont des fonctions re´elles, leurs spectres sont hermitiques et leur trans-
forme´e de Knox-Thompson posse`de les deux proprie´te´s de syme´trie suivantes :
I (KT)(−u− v,v) = I (KT)(u,v), (a)
I (KT)(−u,−v) = I (KT)∗(u,v). (b)
1De la meˆme manie`re il serait possible de combiner u et v en seul indice mais cela ne nous inte´resse
pas car u et v jouent un roˆle diffe´rent lorsque les mesures sont regroupe´es par sous-plan.
196 Annexe H. Proprie´te´s de la transforme´e de Knox-Thompson et du bispectre
u
v
Fig. H.3 – Repre´sentation du support du bispectre d’images bidimensionnelles.
Dans le cas le plus ge´ne´ral (i.e. meˆme si i(x) ∈ R), il est aise´ de ve´rifier que le bispectre
pre´sente les deux proprie´te´s de syme´trie suivantes :
I (3)(v,u) = I (3)(u,v) (i)
I (3)(u,−u− v) = I (3)(u,v). (ii)
Pour des images re´elles, le bispectre ve´rifie aussi :
I (3)(−u,−v) = I (3)∗(u,v). (iii)
Ces relations de syme´trie font que la redondance dans la transforme´e de Knox-Thompson
et dans le bispectre est tre`s e´leve´e : un point particulier de I (KT)(u,v) permet d’en obtenir
trois autres, tandis qu’un point de I (3)(u,v) permet d’en obtenir onze autres par syme´trie.
Le support de I (KT)(u,v) peut ainsi eˆtre de´coupe´ en quatre domaines non redondants
qui suffisent chacun a` de´terminer comple`tement la transforme´e de Knox-Thompson. De
meˆme, le support du bispectre peut eˆtre subdivise´ en douze domaines non redondants. La
figure H.4 montre ce de´coupage pour la me´thode de Knox-Thompson et pour le bispectre ;
les relations de syme´trie entre les domaines non redondants pour la me´thode de Knox-
Thompson et pour le bispectre sont donne´es par la figure H.5 et la figure H.6. Lorsque
〈I (KT)(u,v)〉 ou 〈I (3)(u,v)〉 sont mesure´s, il suffit de ne les inte´grer que sur l’un de ces
domaines non redondants. Etant donne´ le volume important du support de 〈I (KT)(u,v)〉
et de 〈I (3)(u,v)〉 pour des images bidimensionnelles, cette proprie´te´ doit absolument eˆtre
exploite´e.
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Fig. H.4 – De´coupage des supports de la transforme´e de Knox-Thompson et du bispectre
en domaines non redondants.
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Fig. H.5 – Relations de syme´trie pour le support de la transforme´e de Knox-Thompson.
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Fig. H.6 – Relations de syme´trie entre les domaines non-redondants du support du bis-
pectre.
H.3 Volume du bispectre
Le volume du bispectre non-redondant, c’est-a`-dire le nombre minimum de points qui
suffit a` de´terminer tout le bispectre, est dans le cas d’images monodimensionnelles
e´chantillonne´es sur 2uN points :
Vol(3)1D =

1
4
(uN + 2)
2 si uN est pair,
1
4
(uN + 1)(uN + 3) si uN est impair,
(H.11)
soit de l’ordre de 1
4
uN
2 points quand uN est grand. Pour des images bidimensionnelles
e´chantillonne´es sur 2uN × 2uN points, le volume du bispectre non-redondant est :
Vol(3)2D

1
4
(3uN
4 + 6uN
3 + 10uN
2 + 8uN + 4) si uN est pair,
1
4
(3uN
4 + 6uN
3 + 10uN
2 + 6uN + 3) si uN est impair,
(H.12)
soit de l’ordre de 3
4
uN
4 points quand uN est grand. Si tout le bispectre est mesure´, par
exemple parce que la triple corre´lation des images est inte´gre´e pour obtenir le bispectre,
il faut compter en gros 12 fois plus de points. La table H.1 permet de ce faire une ide´e
du volume de stockage ne´cessaire pour enregistrer le bispectre (non-redondant) d’images
bidimensionnelles.
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dimension des images volume du bispectre
32×32 220 ko
64×64 3 Mo
128×128 50 Mo
256×256 780 Mo
512×512 12 Go
Tab. H.1 – Volume minimum ne´cessaire pour stocker une composante (partie re´elle ou
partie imaginaire code´e en re´el sur 4 octets) du bispectre d’images bidimensionnelles.
Fig. H.7 – Images d’un sous-plan par les syme´tries du bispectre. Cette figure montre le
support d’un sous-plan (trait fort), l’ensemble de ses images par les syme´tries du bispectre
(trait fin) ainsi que les limites des domaines non-redondants (trait pointille´).
H.4 Supports des sous-plans
Ayant choisi l’approche consistant a` inte´grer des sous-plans de 〈I (KT)(u,v)〉 et de
〈I (3)(u,v)〉 pour ‖v‖ < r0/λ, il me reste a` de´finir l’ensemble des points de mesure. Cela
n’est pas imme´diat et demande de la rigueur. En effet, il s’agit de mesurer 〈I (KT)(u,v)〉
et 〈I (3)(u,v)〉 en un maximum de points ayant le meilleur rapport signal a` bruit possible.
Il ne faut donc pas oublier de points de mesure. Mais il faut aussi e´viter d’inte´grer ces
quantite´s pour des couples de fre´quences conjugue´s par le jeu des syme´tries, soit au sein
d’un sous-plan, soit entre deux sous-plans diffe´rents.
Le nombre de points d’un sous-plan a` prendre en compte constitue ce que j’appelle le
support du sous-plan. La repre´sentation e´quivalente des fre´quences spatiales u = (ux, uy)
et v = (vx, vy) par les indices u = ux+(2uN+1)uy et v = vx+(2uN+1)vy de´ja` introduite
dans la section H.1 va me permettre de formaliser cette se´lection.
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H.4.1 cas de la me´thode de Knox-Thompson
En tenant compte des syme´tries de 〈I (KT)(u,v)〉, un sous-plan pour la me´thode de Knox-
Thompson est constitue´ des points{ −vk/2 ≤ u ≤ 2uN(uN + 1)− vk
‖u‖ ≤ uN (H.13)
ou` ‖u‖ ≡ √u2x + u2y et qui vaut pour vk ≥ 0 ∀ k. Dans toute la suite, je me limiterai a`
vk ≥ 0.
La repre´sentation bidimensionnelle du support de 〈I (KT)(u,v)〉 pour des images bidimen-
sionnelles ne vaut que si u et u+ vk appartiennent bien au support borne´ S. En plus des
conditions (H.13), les coordonne´es de u et vk doivent ve´rifier :{ −uN ≤ ux + vkx ≤ uN
−uN ≤ uy + vky ≤ uN (H.14)
Il est judicieux de classer les sous-plans par ordre croissant du module de leur ge´ne´rateur
afin de pouvoir se´lectionner des points de mesure de rapport signal a` bruit de´croissant
lorsque l’on augmente le nombre de sous-plans.
H.4.2 cas du bispectre
Les images par les syme´tries du bispectre d’un sous-plan particulier montrent imme´-
diatement (cf. figure H.7) que le support du sous-plan ge´ne´re´ par vk ≥ 0 est constitue´ des
couples (u, v) tels que :
−vk/2 ≤ u ≤ 2uN(uN + 1)− vk
‖u‖ ≤ uN
‖u+ v‖ ≤ uN
(H.15)
Contrairement a` la me´thode de Knox-Thompson, la figure H.7 montre que le support non
redondant d’un sous-plan du bispectre chevauche plusieurs (3) domaines non redondants.
Tous ces points sont a` prendre en compte, mais il faut e´liminer de cette se´lection les points
redondants entre deux sous-plans diffe´rents. Il est important de noter que l’ensemble des
points de´fini par (H.15) ne vaut que si le ge´ne´rateur du sous-plan est associe´ a` vk ≥ 0.
La figure H.8 montrent ou` se situent les points mesurant la meˆme valeur du bispectre entre
deux sous-plans ge´ne´re´s par v1 et v2. Il y a au maximum deux points conjugue´s entre les
deux sous-plans. Par exemple, l’intersection avec le sous-plan v = v1 des syme´triques
u = v2 et v = v2 − u du sous-plan v = v2 permet de de´terminer ces points qu’il faut
e´liminer des mesures. Il suffit d’e´liminer d’un nouveau sous-plan ge´ne´re´ par vn les points
redondants avec les sous-plans ge´ne´re´s par vk avec k < n ce qui revient a` de´finir l’ensemble
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Fig. H.8 – Points redondants entre deux sous-plans du bispectre.
des points de mesure d’un nouveau sous-plan par :
−vn/2 ≤ u ≤ 2uN(uN + 1)− vn
‖u‖ ≤ N
‖u+ vn‖ ≤ N
u 6= ±vk ∀k = 0, 1, . . . , n− 1
u 6= ±vk − vn ∀k = 0, 1, . . . , n− 1
(H.16)
qui vaut pour vk ≥ 0 ∀ k. Comme pour la me´thode de Knox-Thompson, il reste a` s’assurer
que u+ vk appartient bien au support borne´ S soit :{ −uN ≤ ux + vkx ≤ uN
−uN ≤ uy + vky ≤ uN (H.17)
H.5 Conclusion
La principale difficulte´ lorsque l’on veut mettre en œuvre l’inte´gration de sous-plans du
bispectre re´side dans la de´termination des points de mesures : pour eˆtre rigoureux, il faut
supprimer les redondances. Une autre solution serait de tenir compte de cette redondance
par une ponde´ration approprie´e des mesures. Comme les sous-plans ne se recoupent pas
pour la me´thode de Knox-Thompson, la se´lection des points de mesure est plus simple.
A part la de´finition de l’ensemble des points de mesure et, bien entendu, l’expression
des quantite´s mesure´es, la me´thode de Knox-Thompson et celle du bispectre sont tre`s
similaires. Tous les programmes de traitement des donne´es que j’ai e´crit sont capables
d’inte´grer ou d’exploiter les mesures tant dans le cadre de la me´thode de Knox-Thompson
que dans celui de l’analyse bispectrale.
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Annexe I
Moments statistiques sous changement
de variables
I.1 Moyenne et covariances
Etant donne´ {x1, . . . , xN} un syste`me de N variables ale´atoires dont on connait les pre-
miers moments statistiques qui sont :
mi = 〈xi〉 (I.1)
ci,j = 〈xixj〉 − 〈xi〉 〈xj〉 = 〈(xi −mi) (xj −mj)〉 . (I.2)
En effectuant le changement de variables Xk = fk(x), ou` x est le vecteur de composantes
{x1, . . . , xN}, on voudrait exprimer les moyennes Mk et les covariances Ck,l des nouvelles
variables a` partir des momentsmi et ci,j. Des expressions approche´es peuvent eˆtre obtenues
en de´veloppant fk au voisinage des valeurs moyennes :
Xk = Xk|x=m
+
∑
i
(xi −mi) ∂Xk
∂xi
∣∣∣∣
x=m
+
1
2
∑
i
∑
j
(xi −mi) (xj −mj) ∂
2Xk
∂xi∂xj
∣∣∣∣
x=m
+o
(‖x−m‖2) , (I.3)
ou` m est le vecteur moyen de composantes {m1, . . . ,mN}. L’expression approche´e de
l’espe´rance Mk
def
= 〈Xk〉 se de´duit directement de l’e´quation pre´ce´dente :
Mk ≃ Xk|x=m +
1
2
∑
i
∑
j
ci,j
∂2Xk
∂xi∂xj
∣∣∣∣
x=m
. (I.4)
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Afin de calculer les covariances des nouvelles variables, il faut introduire l’expression
approche´e de l’espe´rance du produit XkXl :
〈XkXl〉 ≃ Xk|x=mXl|x=m +
∑
i
∑
j
ci,j
[
∂Xk
∂xi
∂Xl
∂xj
]
x=m
+
1
2
∑
i
∑
j
ci,j
[
Xk
∂2Xl
∂xi∂xj
+Xl
∂2Xk
∂xi∂xj
]
x=m
. (I.5)
Finalement, il vient l’expression approche´e de la variance et des covariances
Ck,l
def
= 〈(Xk −Mk)(Xl −Ml)〉
des nouvelles variables :
Ck,l ≃
∑
i
∑
j
ci,j
[
∂Xk
∂xi
∂Xl
∂xj
]
x=m
. (I.6)
Ces relations sont notamment utiles lorsque l’on effectue des mesures. Dans ce cas, une
estimation du bruit est fournie par les expressions approche´es de la variance.
I.2 Repre´sentation polaire d’un complexe
Lorsque les quantite´s mesure´es sont des variables complexes, et que seul le module ou seule
la phase nous inte´resse, les calculs qui pre´ce`dent nous permettent d’e´valuer la variance du
module ou de la phase a` partir des mesures de covariance des parties re´elle et imaginaire.
En notation d’Euler, un complexe, z = x+y, est repre´sente´ par sa phase, ϕ = tan−1(y/x),
et par son module, ρ =
√
x2 + y2. Les de´rive´es partielles du module et de la phase
relativement aux parties re´elles et imaginaires sont :
∂ρ
∂x
=
x√
x2 + y2
∂ρ
∂y
=
y√
x2 + y2
∂2ρ
∂x∂x
=
y2
(x2 + y2)3/2
∂2ρ
∂x∂y
=
−xy
(x2 + y2)3/2
∂2ρ
∂y∂y
=
x2
(x2 + y2)3/2
∂ϕ
∂x
=
−y
x2 + y2
∂ϕ
∂y
=
x
x2 + y2
∂2ϕ
∂x∂x
=
2xy
(x2 + y2)2
∂2ϕ
∂x∂y
=
y2 − x2
(x2 + y2)2
∂2ϕ
∂y∂y
=
−2xy
(x2 + y2)2
(I.7)
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En utilisant ce qui pre´ce`de, on en de´duit les expressions approche´es pour les moyennes du
module et de la phase :
mρ ≃
√
m2x +m
2
y +
cx,xm
2
y − 2cx,ymxmy + cy,ym2x
2
(
m2x +m
2
y
)3/2 , (I.8)
mϕ ≃ tan−1 (my/mx) +
(cx,x − cy,y)mxmy − cx,y
(
m2x −m2y
)(
m2x +m
2
y
)2 . (I.9)
Ces deux expressions mettent en e´vidence les corrections a` apporter aux estimations des
valeurs mesure´es. On obtient de meˆme les expressions approche´es des variances du module
et de la phase :
σ2ρ ≃
cx,xm
2
x + 2cx,ymxmy + cy,ym
2
y
m2x +m
2
y
, (I.10)
σ2ϕ ≃
cx,xm
2
y − 2cx,ymxmy + cy,ym2x(
m2x +m
2
y
)2 . (I.11)
Une expression identique pour la variance de la phase a e´te´ obtenue par un raisonne-
ment graphique par Ayers (1987). Cette expression donne une valeur approche´e d’autant
meilleure que le rapport signal a` bruit est bon. En faisant l’approximation que les fluc-
tuations de z peuvent eˆtre mode´lise´es par la somme de mz et d’un complexe de module
constant et de phase ale´atoire de loi uniforme, Freeman et al. (1988) ont obtenu un re´sultat
diffe´rent : leur variance de la phase est e´gale a` la variance du module divise´e par le module
carre´. C’est le re´sultat que l’on retrouve lorsque l’on ne´glige la covariance entre les parties
re´elle et imaginaire dans l’e´quation (I.11). Dans le cas des quantite´s complexes inte´gre´es en
interfe´rome´trie des tavelures (e.g. 〈I (KT)(u,v)〉 ou 〈I (3)(u,v)〉), rien ne permet de pre´voir
que cette covariance est effectivement ne´gligeable. Aussi, il me semble pre´fe´rable d’utili-
ser l’expression (I.11) qui reste valable dans l’approximation des faibles variances et sans
autre hypothe`se.
I.3 Rapport de deux variables ale´atoires
Si on s’inte´resse au rapport x/y de deux variables ale´atoires, alors, dans la limite des
faibles variances, la variance de x/y vaut :
σ2x/y ≃
1
〈y〉2σ
2
x +
〈x〉2
〈y〉4σ
2
y − 2
〈x〉
〈y〉3 cx,y. (I.12)
De plus, si les deux variables x et y sont inde´pendantes, il vient :
σ2x/y ≃
(〈x〉
〈y〉
)2(
σ2x
〈x〉2 +
σ2y
〈y〉2
)
. (I.13)
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C’est cette dernie`re expression que j’utilise lorsque je veux mesurer le rapport signal a`
bruit du spectre de puissance apre`s de´convolution — i.e. division du spectre de puissance
observe´ par le spectre de puissance de la re´fe´rence.
Annexe J
Transforme´e de Fourier discre`te
La transformation de Fourier a une importance capitale dans le cas de l’imagerie puis-
qu’elle transforme un produit de convolution en un simple produit. De`s lors que l’on envi-
sage un traitement nume´rique, les donne´es (les images) que l’on manipule sont des mesures
effectue´es sur un nombre discret et fini de points. Il paraˆıt donc souhaitable de de´finir
une version “discre´tise´e” de la transformation de Fourier pour laquelle la transforme´e
d’une fonction e´chantillonne´e a` support borne´ soit, elle aussi, une fonction e´chantillonne´e
a` support borne´ — c’est-a`-dire repre´sente´e par un nombre fini discret de valeurs. Une
telle transformation existe et s’appelle la transformation de Fourier discre`te (tfd). Dans
une certaine mesure elle posse`de des proprie´te´s similaires a` celles de la transformation de
Fourier.
Dans cette annexe, je donne simplement les de´finitions que j’ai choisies pour la tfd
(d’autres de´finitions sont possibles) ainsi que les expressions que cela implique pour les
produits de convolution et de corre´lation discrets. Pour une e´tude extensive de la trans-
forme´e de Fourier discre`te et de ces applications, le lecteur trouvera son bonheur dans
le livre de Bracewell (1978). A la fin de cette annexe, je de´montre l’expression de la
transforme´e de Fourier discre`te du gradient.
J.1 De´finitions
Une fonction monodimentionnelle e´chantillonne´e sur N points est repre´sente´e par l’ensem-
ble des valeurs f0, . . . , fN−1. La transforme´e de Fourier discre`te de fx est l’ensemble
F0, . . . , FN−1 de´fini comme :
Fu =
N−1∑
x=0
fxe
−2πux/N , (J.1)
207
208 Annexe J. Transforme´e de Fourier discre`te
pour u = 0, . . . , N − 1. La relation (J.1) s’inverse pour donner la transforme´e de Fourier
discre`te inverse (tfd−1) de Fu :
fx =
1
N
N−1∑
u=0
Fue
2πux/N . (J.2)
Ces de´finitions de la tfd re´sultent d’un choix personnel. Elles ne sont pas les seules
possibles : le signe de l’argument de l’exponentielle complexe peut eˆtre inverse´ et la nor-
malisation par 1/N peut eˆtre effectue´e lors de la tfd. Il est aussi possible de normaliser
la tfd et la tfd−1 par 1/
√
N .
En deux dimensions, pour des images e´chantillonne´es sur N1×N2 points, les relations qui
de´finissent la tfd deviennent :
fx,y =
1
N1N2
N1−1∑
u=0
N2−1∑
v=0
Fu,ve
2πux/N1e2πuy/N2 (J.3)
TFD−→ Fu,v =
N1−1∑
x=0
N2−1∑
y=0
fx,ye
−2πux/N1e−2πuy/N2 (J.4)
J.2 Produit de convolution discret
Un produit de convolution discret peut eˆtre de´fini pour approximer le produit de convo-
lution. Ainsi :
gx =
∑
x′
fx′hx−x′ (J.5)
=
∑
x′
fx−x′hx′ (J.6)
est le produit de convolution discret des fonctions e´chantillonne´es fx et hx. Pour qu’un
tel produit soit commutatif, il faut que les fonctions e´chantillonne´es soient pe´riodiques
et de pe´riode N (i.e. le nombre de points d’e´chantillonnage). Par exemple pour fx cette
proprie´te´ s’exprime par :
fx+N = fx. (J.7)
gx ve´rifie les meˆme proprie´te´s de syme´trie.
La pe´riodicite´ ne´cessaire pour de´finir le produit de convolution est en fait sous-jacente
aux transformations de Fourier discre`tes. Il est facile de le ve´rifier a` partir de la de´finiton
de la tfd−1 par exemple.
La transforme´e de Fourier discre`te du produit de convolution discret s’exprime tre`s sim-
plement :
gx =
∑
x′
fx′hx−x′ =
∑
x′
fx−x′hx′
TFD−→ Gu = FuHu. (J.8)
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Il faut noter que ce re´sultat de´pend de la de´finition de la tfd : pour une de´finition
diffe´rente, un facteur multiplicatif peut apparaˆıtre dans la relation.
J.3 Produit de corre´lation discret
Avec les meˆmes contraintes (i.e. pe´riodicite´) que pour le produit de convolution, un pro-
duit de corre´lation discret peut eˆtre de´fini pour approximer le produit de corre´lation :
gx =
∑
x′
f ∗x′hx′+x (J.9)
=
∑
x′
f ∗x′−xhx′ (J.10)
est le produit de corre´lation discret des fonctions e´chantillonne´es fx et hx.
La transforme´e de Fourier discre`te du produit de corre´lation discret est :
gx =
∑
x′
f ∗x′hx′+x =
∑
x′
f ∗x′−xhx′
TFD−→ Gu = F ∗uHu. (J.11)
Pour une autocorre´lation, on obtient l’e´quivalent dans le cas discret du the´ore`me de
Wiener-Kintchine :∑
x′
f ∗x′fx′+x =
∑
x′
f ∗x′−xfx′
TFD−→ |Fu|2. (J.12)
J.4 Transforme´e de Fourier discre`te du gradient
Dans les algorithmes de reconstruction d’image que j’ai de´veloppe´s, la solution est obtenue
en minimisant une fonction d’erreur par la me´thode des gradients conjugue´s. Dans ce type
de proble`me, l’expression de la transforme´e de Fourier discre`te du gradient de l’erreur peut
permettre de simplifier conside´rablement les calculs.
Soit Q une quantite´ re´elle de´pendant des parame`tres f0, . . . , fN−1 qui de´finissent une
fonction re´elle e´chantillonne´e. Le gradient de Q par rapport aux parame`tres fx peut eˆtre
re´crit comme :
∂Q
∂fx
=
N−1∑
u=0
[
∂Q
∂ReFu
∂ReFu
∂fx
+
∂Q
∂ImFu
∂ImFu
∂fx
]
,
ou` Fu est la tfd de fx de´finie plus haut. Comme fx est une fonction e´chantillonne´e re´elle,
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l’expression de Fu est donne´e par :
ReFu =
N−1∑
x=0
fx cos
2π ux
N
,
ImFu = −
N−1∑
x=0
fx sin
2π ux
N
.
Par conse´quent, le gradient devient
∂Q
∂fx
=
N−1∑
u=0
[
∂Q
∂ReFu
cos
2π ux
N
− ∂Q
∂ImFu
sin
2π ux
N
]
,
qui peut encore se mettre sous la forme
∂Q
∂fx
= Re
{
N−1∑
u=0
[
∂Q
∂ReFu
+ 
∂Q
∂ImFu
]
e2πux/N
}
. (J.13)
Comme fx est re´elle, Fu est hermitique (i.e. F−u = F
∗
u ) et, comme Q ∈ R,
∂Q
∂ReFu
+ 
∂Q
∂ImFu
est aussi hermitique, par conse´quent sa tfd−1 est re´elle. L’e´quation (J.13) se simplifie
donc pour donner :
∂Q
∂fx
=
N−1∑
u=0
[
∂Q
∂ReFu
+ 
∂Q
∂ImFu
]
e2πux/N , (J.14)
ou` l’on retrouve (au facteur de normalisation pre`s) l’expression de la tfd−1 de
∂Q
∂ReFu
+ 
∂Q
∂ImFu
.
La transforme´e de Fourier discre`te du gradient de la quantite´ re´elle Q par rapport aux
valeurs fx d’une fonction re´elle e´chantillonne´e s’exprime donc tre`s simplement en fonction
du gradient de Q par rapport aux valeurs Fu de la tfd de fx :
∂Q
∂fx
TFD−→ N
[
∂Q
∂ReFu
+ 
∂Q
∂ImFu
]
. (J.15)
Dans le cas bidimensionnel, le meˆme re´sultat peut eˆtre de´rive´ a` ceci pre`s que le facteur N
dans l’e´quation (J.15) devient N1N2 si la fonction est e´chantillonne´e sur N1 ×N2 points.
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Re´sume´
L’interfe´rome´trie des tavelures permet de restaurer des images a` la limite de re´solution
angulaire (quelques 0.′′01 dans le visible) des plus grands te´lescopes terrestres malgre´ les ef-
fets de la turbulence atmosphe´rique. Je pre´sente diffe´rentes me´thodes de l’interfe´rome´trie
des tavelures (me´thodes de Labeyrie, de Knox et Thompson, du bispectre et de l’hologra-
phie auto-re´fe´rence´e) pour mettre en e´vidence la rigueur ne´cessaire a` leur exploitation.
L’application en astronomie visible de ces me´thodes ne´cessite un de´tecteur a` comptage
de photons. J’explique comment je compense le de´faut dit du trou du comptage de pho-
tons en inte´grant des intercorre´lations. Je propose une approche robuste pour re´soudre le
proble`me de la restauration d’image a` partir de mesures tre`s bruite´es et/ou lacunaires. Je
montre que cette approche ge´ne´rale peut eˆtre adapte´e a` la nature des mesures, en parti-
culier a` celles de l’interfe´rome´trie des tavelures. Cela me permet de de´river ou d’ame´liorer
un certain nombre d’algorithmes : de´convolution, de´convolution en aveugle, restauration
d’image en interfe´rome´trie des tavelures, etc. Ces algorithmes me permettent d’obtenir des
re´sultats fiables et d’inte´reˆt astrophysique : la de´couverte en Hα de la base du jet e´manant
de T Tau, la premie`re mise en e´vidence du mouvement orbital d’une e´toile double pre´-
se´quence principale pour DF Tau, la de´tection dans le visible du compagnon dit infrarouge
de ZCMa et le sondage de l’atmosphe`re e´tendue de χ Cygni dans les bandes du TiO.
Abstract
Speckle interferometry allows the restoration of diffraction limited images (a resolution of
a few 0.′′01 in the visible) from the largest ground based telescopes in spite of the effects of
atmospherical turbulence. I present various speckle interferometry methods (Labeyrie’s,
Knox and Thompson, bispectrum and self referenced speckle holography) in order to stress
the rigour necessary in using them. Applying these methods in visible astronomy demands
a photon-counting detector. I explain how I compensate for the so-called photon-counting
hole defect. I propose a robust approach for solving the image restauration problem from
noisy and/or incomplete measurements. I show that this general approach can be modi-
fied to fit the nature of the measurements, in particular those of speckle interferometry.
This allows me to derive or to improve a number of algorithms : deconvolution, blind
deconvolution, speckle imaging, etc. Using these algorithms, I obtain reliable results of
astrophysical interest : the discovery in Hα of the jet emanating from T Tau, the first
evidence of orbital motion for a pre-main sequence binary star DF Tau, the detection in
the visible of the so-called infra-red ZCMa companion and the probing of the extended
atmosphere of χ Cygni in TiO bands.
